KRIVKOVE INTEGRALY

(C. A. Clairaut, 1743)

Uvop

Zvolme v rovine pevny bod O, ktory nazveme zaciatkom alebo pdlom. Lubovol-
nému bodu P moZno potom jednoznacne priradif vektor
OP =7,
ktory nazveme polohovym vektorom bodu P vzhladom na bod O.

K urceniu polohy bodu v rovine potrebujeme dva tdaje nazyvané suradnice
bodu.

Kartézsku suradnicovi sustavu tvoria dve navzajom kolmé priamky — osi, preti-
najuce sa v bode O.
Rovnica krivky v kartézskej ststave je dand bud ezplicitne
y = f(x),
alebo implicitne
F(z,y) =0.
Vzfah medzi stradnicami z, y moZno zadat aj pomocou parametra

xz=uz(t), y=y(t).
S takymto parametrickym vyjadrenim rovnice krivky sa stretdvame napr. v

mechanike, kde uréujeme zavislost polohovych stradnic hmotného bodu na case
t.

Priklady.
Dioklova kissoida:
_ at? _ at?
Ty YT ixe
Strofoida:
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Descartov list (1638):
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Bernoulliho lemniskdta (1694):
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Klotoida (1744):

¢ ns? b oms?
r=a. cos—ds, y=a. sin — ds
0 2 0 2

S tlohou integracie pozdlz krivky sa stretdvame pri vipoéte prace A vykonanej
silou ' na hmotnom bode pohybujicom sa po krivke K.
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Majme dva blizke body P, @ so stradnicami (z,y), (z + Az,y + Ay), leziace na
krivke K. Polozme

Potom plati:
|A| = /(Az)? + (Ay)>.

So zmensujucim sa Az — 0 bude se¢nica prechddzat do doty¢nice. Infinitezimélny
element |d35] doty¢nice potom ztotoziiujeme s dlzkou oblikka krivky medzi dvomi
infiniteziméalne blizkymi bodmi (z,y) a (z + dz,y + dy).

V elementarnej fyzike sa praca A, ktort vykona sila F , definuje ako sucin sily
a dréhy, ktoru teleso prejde. Tento jednoduchy vzorec plati len vtedy, ked je sila
konstantna. Ak sa pocas pohybu sila meni, musime drédhu telesa rozdelit na také
malé casti, aby na kazdej z nich bolo mozné silu F povazovat za konStantnu.



y+dy

ds=dz.i+dy.7 = |d5|=+/(dx)?+ (dy)?
dA = |Fy|.|d3| = |Fi|. cosp. |d5| =
A:/ F .ds.
K

Ak F = (Fy, Fy), potom A = [, (F,.dx + F,.dy). Ak krivka K je zadana para-
metricky :
x=ux(t), y=uy(t) pricom tE (t1,ts),

b2 dx dy
A= F,-—+F, - — .
/tl (I at Tt dt)dt

(Zopakovat: Ivan, J., Matematika I., str. 543-556.)

potom

VEKTOROVA FUNKCIA SKALARNEHO ARGUMENTU

Nech M je neprazdna mnozina realnych ¢isel, M C F;p, a nech V je mnozZina
v8etkych vektorov v priestore (v rovine). Zobrazenie
f M-V
sa nazyva vektorovd funkcia skaldrneho argumentu alebo vektorovd funkcia jednej
redlnej premennej.
Vektor 7= f(t) je obraz éisla t € M v zobrazeni f. Budeme ho nazyvat hodnota
funkcie f v Cisle t. Hodnoty vektorovej funkcie f st teda vektory. V zavislosti od



—

charakteru rieSenych tloh hodnoty f(t) mozno chépat ako volné vektory alebo ako
viazané vektory s pevne zvolenym zaciatkom O.

Ak hodnoty vektorovej funkcie f st polohové vektory vzhladom na pevne zvoleny
zaciatok O, tak koncové body vsetkych tychto vektorov tvoria uréitd mnozinu bodov
priestoru (roviny). Této mnozina bodov sa nazyva hodograf vektorovej funkcie f
Bod O sa nazyva pdl hodografu.

Ak zvolime pravouhld stradnicova sistavu (O,f,f,lg ), vektor 7 = _’(t) sa d&
jednoznacne vyjadrit v tvare

F:ac.;—l—y.j'—i—z.l;,
kde z, y, z st redlne Cisla nazyvané suradnice vektora . Pomocou vektorovej funkcie
f s definiénym oborom M moZeme na mnozine M definovat tri skaldrne funkcie

®, 1, x takto
et)=z, Yt)=y, ,x({t)=z pretel,

kde z, y, z sa stradnice vektora f(t). Teda

7= f(t) =) . T+ vE).7+x() . k.
Funkcie ¢, ¥, x nazyvame sturadnicovymi funkciams.

Limita, spojitost a derivacia vektorovej funkcie.
Nech N je mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel a V' mnozina vSetkych vektorov
v priestore (v rovine). Zobrazenie
f N—-V
sa vola postupnost vektorov.

—

Hodnotu f(n) pre n € Noznacujeme symbolom d,,. Nech za¢iatoény bod kazdé-
ho ¢lena tejto postupnosti je pevne zvoleny zaciatok O. Koncovy bod vektora @,
ozna¢me A,,. Teda

o —_—
a, = OA,
Mnozina {41, As, As, ...} je teda hodograf danej postupnosti vektorov f Mobze sa
—
stat, ze body A, (pre n — o0) sa priblizuju k bodu A. Vektor @ = OA potom
nazveme limitou posupnosti f.
Vsimnime si, ze plati
BN o
|AA,| = |d@, — a].

Vektor @ nazyvame limitou postupnosti vektorov f a piSeme lim @, = d, ak
n—oo
Ve >0 3ng Yn > ng : |d, —d| <e.

Hovorime, Ze vektorové funkcia ¥ méa v bode to limitu 7y a piSeme lim 7(¢) = 7,
t—to

ak pre kazdu éiselntt postupnost {¢,}°2 ; taka, ze

lim t, =tg, t, 7& to, tn € M,
n—oo

postupnost {7(t,)}52 ; konverguje k vektoru 7.
Hovorime, zZe vektorova funkcia 7 je spojitd v bode tg, ak

lim 7(t) = 7(to).

t—to



Limita (ak existuje)
L) o)

t—to t— tO

sa nazyva derivdciou funkcie 7 v bode ty. Oznacujeme ju 7’(tg) alebo [%]
t= to

TEORIA POLA

Nazov pole nejakej veliciny sa vo fyzike pouziva na oznacenie Casti priestoru
(alebo celého priestoru), ak kazdému jej bodu prislicha prave jedna hodnota tejto
veli¢iny. Ak ide o skalarnu velic¢inu, pole sa nazyva skaldrne. V pripade vektorovej
veli¢iny hovorime o vektorovom poli.

Skalarne pole. Ak je kazdému bodu M priestoru resp. jeho Casti jednoznacne
priradena nejaka skalarna veli¢ina U, hovorime, Ze je definovana skaldrna funkcia,
ktorti volame aj skaldrnym polom a oznacujeme ju U. Jej hodnotu v bode M oz-
nacujeme U(M). Skaldrne pole mozno definovat aj skaldrnou funkciou vektorového
argumentu 7 (polohového vektora bodu M vzhladom na zvoleny pél O):

U =U().

Ak bod M vyjadrime pomocou sturadnic, dostaneme skalarne pole definované

funkciou troch premennych
U= Lp(l’ 'Y, T )

Vektorové pole. Ak Je kazdému bodu M priestoru resp. jeho ¢asti jednoznacne
priradeny nejaky vektor F vtedy hovorime, Ze je definovana vektorovd funkcia bodu,
ktortt oznacujeme F a jej hodnotu v bode M oznacujeme znakom F(M). Namiesto
vektorovd funkcia bodu hovorime aj vektorové pole (napr. rychostné pole Castic
pohybujicej sa tekutiny, silové pole elektrickej alebo magnetickej intenzity, atd.).
Vektorové pole mdzeme definovat vektorovou funkciou vektorovej premennej 7

F=F().
DERIVACIA V SMERE, GRADIENT

Pri sktimani fyzikdlnych dejov v skaldrnom poli je potrebné poznat ako sa v
nom menia hodnoty prislusnej skalarnej velic¢iny U pri prechode od jedného bodu
k druhému, t.j. akd je rychlost zmeny hodnot veli¢iny U v lubovolnom smere. S
touto otézkou suvisi aj druhd: v ktorom smere je rychlost zmeny hodndt veli¢iny
U najvicsia a ako najst tento smer.

Uvazujme skalarne pole U definované na oblasti 2. Nech Xj je Iubovolny vni-
torny bod oblasti Q a § lubovolny nenulovy vektor. Orientovant polpriamku vy-
chadzajicu z bodu Xy a sthlasne rovnobeznu s vektorom § ozna¢me p. Nech X je
TubovoIny bod oblasti 2 leziaci na polpriamke p. Podiel

U(X) - U(Xo)
XoX|

ktorého hodnota zavisi od polohy bodu X na polpriamke p, charakterizuje strednt
(priemerntt) rychlost zmeny funkcie U. Limita
U(X) - U(Xo)

lim ————————,

X—Xo |XOX|



(ak existuje) sa nazyva derivdcia funkcie U v bode X v smere vektora 3. Oznac¢ime

ju
UL(Xo) alebo %(XO).

.....

chode od bodu Xj k blizkym bodom v smere vektora §.
Nech 59 je jednotkovy vektor sthlasne rovnobezny s vektorom 5. Potom

5% =cosa.i+cosfB.j+ cosy .k,

kde «, (3, v st uhly vektora §'s vektorami f, 5, k. Teda rovnice
r=x9+t.cosa, y=yo+t.cosfB, z=2z9+t.cosy, t>0,

su parametrickym vyjadrenim polpriamky p. Potom

U(X) = U(Xo) =U(z,y, 2) — U(zo, Yo, 20) =
U(zg+t.cosa,yo+t.cosB,zp+t. cosy) —Ul(xg,yo, 20) = ®(t) — ©(0),
kde @ je funkcia jednej premennej ¢ definovand na mnozine M vsetkych tych cisel

t, pre ktoré
[xo+t. cosa, yo+t.cosB, zo+t. cosy] € Q

predpisom
O(t) =U(xo+t.cosa, yo+1t.cosf, zg+1t. cosvy).

Dalej plati

)ﬁ‘ = V(@ —20)?+ [y —y0)?+ (2 —20)% =

\/752 cos? o + t2cos? B+ t2cos2y = t,

pretoze
cos? a + cos® B + cos® y = 1.

Teda

U(X) ~U(X0) _ (1)~ 0(0)
XoX| t—0

Zrejme plati
X—>Xyg, XeEp & t—>0+.

Preto UL(Xy) existuje < &' (0) existuje aU%(Xo) = @’ (0). Pritom @ je zlozena
funkcia, teda

Ug(zo) = @ (0) = Uy (20) . cosa+ U, (Xp) . cos B+ UL(Xp) . cos.

Vsimnime si, Ze pravé strana je skalarny sucin vektora 50 s vektorom U’ (Xy) .7 +
U, (Xo) . j+UL(Xy) . k, ktor§ nazgvame gradient funkcie U v bode X a oznacujeme
grad U(Xp). Potom

UL(Xo) = grad U(X,) . 5°.



Teda gradU(Xy) je vektor, v smere ktorého je derivacia funkcie U v bode Xy

maximalna a rovné sa velkosti tohto vektora.
Vektorova funkcia, ktorej definiény obor je mnozina vsetkych tych bodov priestoru,
v ktorych je funkcia U diferencovatelné a ktord kazdému bodu priestoru priraduje

vektor grad U(X), sa nazyva gradient funkcie U.

ou - oU - 0OU -
gradU—%-H—afy;]-l-g%.

DIVERGENCIA A ROTACIA

Najvyznamnejsie diferencidlne charakteristiky vektorového pola Fst divergencia
a rotacia. Prva z nich je skaldrna a druha vektorova funkcia.
Nech F' je vektorové pole definované na oblasti 2. Nech

—

F(z,y,2) = P(x,y,2) .1+ Q(2,y,2) .j + R(x,y,2) . k.

Divergencia vektorového pola F' sa definuje vztahom

or  9Q ok

divF = —.
A 8x+8y+8z

Rotdcia vektorového pola F sa definuje vztahom
- OR 0Q\ - (0P OR\ - 0Q 0P\ -
tF=——-—])- — = ——— -k
o <8y 82) Z—i_(az 8x> J+(8x 3y)

V symbolickom zapise

i j k

7|0 9 9
rot I' = B ny 32
P @ R

Hamiltonov operdtor alebo operdtor nabla sa definuje vztahom

S operatorom V pracujeme forméalne ako s vektorom, ktorého stradnice st symboly
parcialnych derivacii, pricom pod stc¢inom niektorého z tychto symbolov s nejakou
funkciou rozumieme parcialnu derivaciu tejto funkcie. Teda plati

gradU =VU
divF =V.F
rot F =V x F



POJEM KRIVKY

Predstavme si, ze hmotny bod v istom ¢asovom intervale J sa pohyboval pod
uc¢inkom nejakych sil v priestore. Tento pohyb je iplne urceny, ak pozname polohu
pohybujtceho sa bodu v kazdom c¢asovom okamihu t € J. Poloha bodu je vSak
jednoznacne uréend jeho polohovym vektorom vzhladom na zaciatok O. Uvazovany
pohyb je teda urceny vektorovou funkciou 7, ktorej obor definicie je interval J a
ktorej hodnoty #(t) pre t € J s polohové vektory pohybujaceho sa bodu vzhladom
na bod O. Hodograf tejto vektorovej funkcie s pélom O predstavuje teda drahu
pohybujtaceho sa bodu.

Nech 7 je vektorové funkcia definovand na intervale J. Nech M C J. Hovorime,
Ze funkcia 7 je prostd na M, ak pre kazdé dve rozne ¢isla ¢q,ty € M plati 7(t1) #
7(t2).

Nech J je Tubovolny interval. Koneény alebo nekoneény systém uzavretych in-
tervalov {(tx_1,tx)} budeme nazyvat rozkladom intervalu J, ak

1) zjednotenim vSetkych intervalov je interval J,
2) spoloéné body IubovoInych dvoch intervalov systému mozu byt iba ich kon-
cové body.

Krivkou budeme nazyvat hodograf vektorovej funkcie jednej redlnej premennej t,
ktord mé tieto vlastnosti
1) jej definiény obor je nejaky interval J,
2) je spojita na intervale J,
3) existuje taky rozklad {(t;_1,t;)} intervalu J, Ze je na mnozine J — {t;}
prosté.

Specialne, ak je funkcia #* prosta na celom .J, hovorime o jednoduchej krivke.
Ak J je ohraniceny interval J = («a, 3), krivka

K:7=7(t), te{apf)

sa nazyva oblukom.

Ak 7#(a) = 7(B), hovorime o uzavretom obliku.

Krivka 7(t) = o(t) .74+ ¥(t).j+ x(t).k (o <t < ) sa naz§va po castiach
hladkou, ak existuje taky konecény rozklad {(tx—1,tx) } intervalu («, (), Ze na kazdom
z intervalov (t;_1,t;) funkcie @, ¥, x maji spojité derivéicie, ktoré nie s sti¢asne
rovné nule.

7 definicie krivky K a z definicie vektorovej funkcie vyplyva, ze kazdému ¢islu
t € J patri prave jeden bod krivky K, a to koncovy bod polohového vektora 7(t).
Oznac¢me tento bod R(t).

Nech 7 = 7(t) je parametrizicia krivky K. Ak parameter ¢ interpretujeme ako
Cas, opisuje tato parametrizacia urcity pohyb hmotného bodu po krivke K. Ak
t1 < tq, tak pohybujici sa bod sa dostane najprv do polohy R(t1) a potom do
polohy R(tz). Teda pri takomto pohybe bodu po krivke K je bod R(¢1) pred
bodom R(t3). Oznacéime to R(t1) < R(t2). Bod moze opisat ta istd krivku aj tak,
7e sa bude pohybovat po nej opaénym smerom. Vidime teda, Ze parametrizacia
7 = 7(t), t € J uréuje dve navzajom opacné usporiadania mnoziny vSetkych jej
bodov. Usporiadanie bodov krivky K podla predpisu

R(tl) < R(tz) =t < to



sa nazyva usporiadanie stuhlasné s parametrizdaciou krivky.
Usporiadanie bodov krivky podla predpisu

R(tl) < R(tz) <t > to

sa nazyva usporiadanie nesthlasné s parametrizaciou krivky.
Krivka K spolu s jednym z tychto dvoch usporiadani jej bodov sa nazyva orien-
tovand krivka. Zvolené usporiadanie krivky sa vold orientdcia krivky.

KRIVKOVY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU

Nech F je vektorové pole, ktorého defini¢ny obor obsahuje orientovani po cas-
tiach hladka krivku K so zaiatoénym bodom A a koncovym bodom B. Nech
D ={Xo,X1,..., X}, kde A = Xy < X7 < X3 < -+ < X,, = B je lubovolné

~

delenie krivky K. Na kazdom ¢&iastkovom obliku X; X, si zvolme Tubovolny bod
X’i. Cislo

Sp(D) =) F(Xi). A7,
i=1

kde AF; je vektor leziaci na dotyénici krivky K v bode X;, majuci dlzku rovna dizke
oblika Xi:X,i a ktory je orientovany sthlasne s danym oblikom, sa vola integrdalny
stcet pola F na krivke K pre delenie D a dany vyber bodov X;.

Cislo v(D) = max { dl#ka oblika X:\Xi } sa vold norma delenia D.

1<i<r
Postupnost deleni {D,,}52; krivky K sa vold normélna, ak lim v(D,) = 0. Ku
n—oo

kazdej normalnej postupnosti {D,,}52 ; deleni krivky K patri nekonecéne vela pos-
tupnosti integralnych suc¢tov. Ak vSetky konverguju k ¢islu I, hovorime, ze vek-
torové pole F' je integrovatelné na krivke K a &islo I sa vold krivkovy integrdl druhého

druhu. Oznac¢ime ho
/ F(X).dF, resp. / F.dF.
K K

Ak K je uzavretd orientovand krivka, zvycajne sa pouziva oznacenie

j{ﬁ.dﬁ
K

Veta 1. Nech K je orientovand po castiach hladkd krivka parametrizovand funk-
ctou
7=7(t), t € (o, B)

. Nech F je vektorovd funkcia definovand na krivke K. Potom
L, B
/ F(X).di = + / FlF()]. 7 (¢) dt,
K «
pricom krivkovy integrdl vlavo existuje prdve vtedy, ked existuje integrdl vpravo.

Znamienko ”+7 plati, ak je krivka orientovand suhlasne a ”-” ak nesuhlasne s
danym parametrickym vyjadrenim.

Ak prejdeme k stradniciam, posledny vzorec ma tvar

B8
/ F.dr=+ / [P(o),0(0),x(1)-¢" (O)+Q(o(t), (1) x(1)) .0 () +R (e (), 0(t) x (1)) -x' ()] dt.
K «@



NEZAVISLOST KRIVKOVEHO INTEGRALU OD INTEGRACNEJ CESTY

Nech F je vektorové pole spojité na oblasti 2. Hovorime, Ze krivkovy integral
funkcie F' nezdvisi od integracnej cesty, ak pre lubovolné dve orientované po ¢astiach
hladké krivky K, K5, ktoré lezia v oblasti {2 a maja totozné zaciatoéné a koncové

body, plati
/ﬁ.dﬁ:/ F.dF.
Ki Ko

Veta 2. Nech vektorové pole F je spojité ma oblasti 2. Krivkovy integrdl funkcie
F nezdvisi od integracnej cesty na Q prdve vtedy, ked sa krivkovy integrdl funkcie
F po lubovolnej uzavretej po castiach requldrnej krivke rovnd nule.

Ak je skaldrna funkcia U diferencovatelnd na Q, skaldrnemu polu U patri vek-
torové pole grad U. Takéto vektorové pole sa vold potencidlové. Samotna funkcia
U sa vol4 potencial pola F'= grad U.

Veta 3. Krivkovy integrdl nezdvisi od integracnej cesty prdave vtedy, ak vektorové
pole je potencidlové. Ak U je potencidl pola F, tak pre lubovolni po castiach hladki
krivku K v Q so zaciatoénym bodom A a koncovgm bodom B plati

/ F.d7 = U(B) — U(A).

Veta 4. Nech F md na Q spojité parcidlne derivdcie prvého radu. Nutnou pod-
mienkou na to, aby pole F' bolo potencidlové je, aby v kazZdom bode oblasti ) platilo

rot F = 0.
Ak oblast Q je jednoducho sivisld, tdto podmienka je aj postacujica.

KRIVKOVY INTEGRAL PRVEHO DRUHU

Nech f je skalarna funkcia n premennych (n = 2 alebo n = 3) a nech jej definiény
obor obsahuje orientovanu krivku K so zaciato¢nym bodom A a koncovym bodom
B. Nech D = {Xo,Xl,Xg,...7XT}, kde A=Xg< X1 <Xo<-- <X, = BJe
Tubovolné delenie krivky K. Na kazdom ¢iastkovom obluku X; X, delenia D zvolme
Iubovolny bod X; a utvorme séin f (Xi).Asi, kde As; je dlzka tohto oblika.
Integrdalny sucet sa definuje nasledovne

r

Sp(D) =Y f(Xi). Asi.

i=1

Ak v8etky pripustné postupnosti {S¢(D,,)} integralnych saétov funkcie f konver-
guji k &islu I, hovorime, Ze f je integrovatelnd na krivke K a &islo I volame krivkovy
integrdl prvého druhu.



Veta 5. Nech orientovand, po castiach hladkd krivka K so zaciatoénym bodom A
a koncovym bodom B je castou definiéného oboru funkce f. Nech f je po castiach
spojita na krivke K. Potom plati

1) f je integrovatelnd na krivke K,
2) ak 7=7(t),t € (o, B) je parametrizdcia krivky K, tak

B
| ras= [ o)l

kde f(r(t)) = f(R(t))-

Ak prejdeme k stradniciam, posledny vzorec mé tvar

3
/Kf(x,yvz) ds :/ Fl(®),y(1), 2(0) . Vo' )] + [y (O + [/ (1) dt.

GREENOVA VETA

= 0Q 0P
%KFdT//G<8$ay> dxdy

Greenova formula:

Dokaz:

|
|
|
|
|
|
|
|
b

T

1) Oblast G je obdlznik a < 2 < b, ¢ < y < d. Potom
bt lo S
K Kl Kz K3 K4

kde

Ki:z=t,y=c,a<t<b
Koy:zxz=by=t,c<t<d
Ksg:x=t,y=d,a<t<b
Ky x=a,y=t, c<t<d



Teda plati:

b d

/ ﬁ.dF:/ P(t,c)dt, / ﬁ.df:/ Q(b, t) dt,
K1 a K2 c
. b . d

/ F.dF:/ Pt d) dt, / F.dF:/ Qla,t) dt.
K3 a Ky c

Prava strana ma tvar:
J1 (5 -5 ) o=
//Ggffdxdy—//c;aa];dxdy:
foﬁﬁwﬁxfgﬁﬂ=
/ Q) - / [P e =
/ 'Q0.9) - Qe )iy - / [Plesd) — Pl ))dr =
b

/ch(b,y)dy—/ch(my)dy—/ P(z,d)dxju/abp(x’c)dgc_

2) Oblast G m4 tvar: a <z < b, ¢ <y < Ax), kde A je spojita a rastica funkcia
na intervale (a,b), A(a) = ¢, A(b) =d.
Yy
d ______
b — - -
0 T
Potom
o=l lo I
K K K> K3

kde

Ki:zrz=t,ty=c,a<t<b
Ko:x=by=t,c<t<d
Ks:z=t,y=At),a<t<b



Teda plati:

b d
/ ﬁ.df:/ P(t,c)dt, / ﬁ.dé:/ Q(b,t)dt
K1 a K2 C

Prava strana ma tvar:

oQ 0P B
[ (55 5 ) dwan=
oQ // oP
— dxdy — — dxdy =
//G Ox Y c Oy Y
d b b Alz)
aQ / / oP
—dx | dy — —dy | dx =
/c </)\1('L/) Ox ) a ( c ay )

/ch(b’y)dy—/ch(Al(y),y)dy—/abP(a:,)\(m))der/abp(;g,c)dx.

3) Ak oblast tvaru 2) (ako tuhé teleso) otoc¢ime okolo pociatku postupne o uhly
5 T, 37”, dostaneme este tri typy oblasti, ktoré spolu s oblastami tvaru 1) a 2)
nazyvame oblasti typu A. Analogicky ako v 2) sa ukéze, Ze Greenova veta plati pre
oblasti typu A.

Yy Yy Yy
d____ A
L :
I [ I [
I [ I I [
I [ I I [
I [ I I [
I [ I | [
| | | | |
b r 0 a b T 0 a b

4) Greenova veta: Nech G je jednoducho sivisld oblast, ktord je koneénym
zjednotenim oblasti typu A. Nech vektorova funkcia F = P(z,y) i+ Q(z,y) .j mé
na G spojité parcidlne derivécie podla x a podla y. Potom plati Greenova formula,
kde K je kladne orientovana uzavreta krivka, ktora je hranicou oblasti G.
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5) Greenova veta plati aj za vSeobecnejsich predpokladov. D4 sa dokézaf, ze plati
pre kazda jednoducho stuvisli oblast, ktora je ohranidend uzavretou, jednoduchou
a po castiach hladkou krivkou.

APLIKACIE KRIVKOVYCH INTEGRALOV

Pomocou Greenovej vety modzeme odvodif vzorec na vypocet plogného obsahu rovin-
nej oblasti D ohranic¢enej jednoduchou uzavretou po ¢astiach hladkou krivkou K:

2

l:/ds.
K

m:/ N(%yaz)d&
K

P:f-f rdy — ydx.
K

Dizka krivky K je
Hmotnost krivky K je

kde u = p(z,y, 2) je linedrna hustota v Tubovolnom bode krivky K.
Sturadnice taziska T = (&, 7, () st
1 1 1
§=—- | z.p(z,y,2)ds n=—"- [ y.pu(x,y,2)ds (=—- [ z.pu(x,y,z)ds
K m Jk m Jk

m

kde integraly v tychto vzorcoch st prisluzné statické momenty.
Nech silové pole je dané funkciou F'(z,y,z). Potom praca A tohto pola po krivke
K je:
A:/ F(z,y,z).d5.
K



