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Iny sposob:

1,2 ,3, 4
Ss=5+7+zx++ -
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Periodické desatinné rozvoje
63 63
0.636363 ... = —
100 i 1002 i 1003 i
a = 0.636363 . ..
100a = 63.636363 . . .
100a — a = 63
63 7
a = —
99 11
. fe s S, ., 30D
Domaéca uloha: najdite periédu ¢isla 113"
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GEOMETRICKY RAD

o0
d "t =14q+P+ P+
n=1

sn=1+q+¢+¢ +-+¢""
Gsn=q+q@ +q¢>+-+q"
Sn_qsnzl_qn
1—qg"

Preg=1jes,=1+14+124+134+... 41"t =n,

I | 9/114




JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

Nech 0 < ¢ < 1. Polozme a,, = q". Potom a,,.1 = qa,, < a,, teda
postupnost’ {a,}°° ; je klesajica. Zrejme je zdola ohranic¢end (a, > 0).

Teda musi mat’ limitu. Polozme ¢ = lim a,,. Potom
n—00

Anp+1 — qanp

lim a,4+1 =¢q lim a,

n—00 n—oo
a = qa
a=20
Tym sme ukazali, ze
lim ¢" =0
n—oo
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Nakreslime si priamku y = (¢ — 1)x + 1.
Pretoze l q” 0, plati

: _ 1
nhn;o(l—l—q—i—q2—|—q3+~-+qn 1>:Tq

Tato priamka pretina os x v bode %_q.

S1 S2 83 S4 S5
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Nech —1 < ¢ < 0. Pretoze pre kazdu postupnost’ {a,}>° ; plati

lim a, = 0 prave vtedy, ked’ lim |a,| =0,
n—00 n—00

mame
lim ¢" = lim |q|™" = 0.
n—=od n—00

Tym sme ukazali, ze ak |¢| < 1, potom lim ¢"™ = 0. Pre geometricky
n—oo

rad teda mame

1—q" 1

ak |¢q| <1, potom s = lim s, = lim
n— o0 n—oo | — q 1 — q

| ] 12/114




JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

oo

Hovorime, ze rad ) a, konverguje, ak limita postupnosti ¢iasto¢nych
n=1

suctov existuje a je kone¢na. V ostatnych pripadoch hovorime, ze dany

rad diverguje.
Ciastocné sucty definujeme rekurzivne takto

S1 = a1

Sn+1 = Sn + An+1
Limita postupnosti ¢iastocnych suctov sa vola sucet radu

s = lim s,
n—=o
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NUTNA PODMIENKA KONVERGENCIE

oo
Ak rad ) a, konverguje, potom lim a, = 0.
n=1 n—0oo

Pietro Mengoli (1650)
Vyplyva to z rovnosti s,, = s,,_1 + a,, prechodom k limite pre n — oo.

Priklad. Ak 0 < z < 7, potom rad ) sin(nzx) diverguje. Ak by totiz
n=1
konvergoval, muselo by platit’

0 = lim sin(n + 1)z = lim sin(nz) - cosz+

+ lim cos(nx) -sinz = lim cos(nx) - sinz,
n— 00 n—0o0

odkial’ lim cos(nz) = 0. Ale prechodom k limite pre n — oo v rovnosti
n—0oo

sin®(nx) + cos?(na) = 1 dostdvame spor.
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Ak |g| = 1, potom pre geometricky rad nie je splnend nutnad pod-
mienka konvergencie, preto tento rad diverguje.
{ +oo  pre |gq| > 1

, preto nemoze platit’
1 pre |q| =1

Skutocne, lim |q|™ =
n—oo

lim ¢" = 0.

n—aoo

CAUCHY-BOLZANOVA PODMIENKA

)
Rad >  a, konverguje prave vtedy, ked pre kazdé € > 0 existuje ng
n=1
také, ze pre kazdé n = ng a pre kazdé p prirodzené plati

[Sntp — Snl = |ant1 + anpo + ang3 + -+ anyp| < ¢
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HARMONICK\? RAD

1
Zl_:_+ gt

Leibniz (1673)

1 2 3 4

S +1>/n+1dx In(n + 1)
Spn==—+=-+-+--+— — =1In(n
12 3 n 1 x

Pretoze s = lim s,, = +00, harmonicky rad diverguje.
n—oo
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Ukéazeme, ze pre harmonicky rad nie je splnend Cauchy-Bolzanova
podmienka.

1 1 1 1

_n—l—l n—|—2+n—|—3+.”+n—|—p
1 1 1 1 P

+ + =
n—+p n-—+p n—+p n—+p n-—+op

1\

pre p = n potom mame

Teda harmonicky rad diverguje.
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Polozme
IR
n = — — — — —Inn
m=17T973 n

Ukézeme, ze postupnost’ {7, }>° ; konverguje.
To bude d’alsi dokaz divergencie harmonického radu.

1 n 1 n—+1
<1+—> <e<(1+—>
n n
1 1
nln{14+—)<1l<(n+1)n(1+ —
n n

odkial

1 1 1
<ln(l4+—-]<-—
n+1 n n
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Pretoze

1 1
Tl =T = T n(‘i‘n)

postupnost’ {7, }>° ; je klesajuca. Ukazeme, ze vy, > 0.

—1+1+1+ +1 1 >
=TTy Ty n
1 1 1 1
>nl{l4+—-)|+h(l+=-]+In(l+=]4+---+In(l4+—)—Inn=
1 2 3 n
2 3 4 1
:ln——|—11r1——|—1m——|—-~—|—lnnJr —Inn =
1 2 3 n

= (In2-In1)+(In3—-In2)+(In4—In3)+---+(In(n+1)—Inn)—Ilnn =

>0

1
:ln(n+1)—lnn=ln<1+—) >

n n+1
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Teda musi existovat’ v = lim ~,. Vold sa Eulerova-Mascheroniova
n—oo
konstanta. Jej priblizna hodnota je v = 0.577... Nevie sa, ¢i je to ra-

cionalne alebo iracionalne ¢islo.

Ny
|
SN L
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ntl 1
Polozme R,, = / —dx — . Potom
n x n
o ntrtl 1 1 1
ZRk:/ —dx—( ):
P— n x n+1 n+2 n+p+1
In(n+p+1)—1 I +
= In(n —Inn — — 4+ —
P 273 n+p+1

V limite pre p — +0oo0 dostavame

00
ZRRZW%_W/
k=n
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k kE+1
Zrejme Rj je mensie ako polovica plochy obdiinika, teda,

1/1 1
Rk<§<E_k+1)
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Ny
|
SN L

=
n n+1 n + 2

Posunieme vsetky zelené oblasti iplne vl’avo. Plosny obsah tohto utva-

’ o
ru, ktory lezi v l'avom obdlzniku, t. j. sucet radu > Ry =y, — 7, je
mensi ako polovica plochy tohto obdlznika. k=n
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1
Tym sme ukézali, ze v, — v < —.
2n
y==
\\
k k+1 k+ 2

Vsimnime si dva identické zlté trojuholniky urcené secnicou.

| ] 24/114




JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

Plosny obsah zltého trojuholnika je mensi ako Ry, teda

1/ 1 L\ _ 5
2\k+1 k+2 &

Tieto nerovnosti s¢itame:

=1/ 1
§:§<k+1 k+2) §:Rk_%L

k=n
/ . / / /7~ . 1
VIavo mame teleskopicky rad, ktorého sucet je :
2(n+1)
Ziskané vysledky spojime:
1 . . 1
on+1) T TS 9,
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LEIBNIZOV RAD

n=1 n
Pretoze
1 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 ’ 4 27 6 6 3’ " 2n 2n n’
plati
. 1+1 1+1 1+ N 1 1
T LT T3 T AT T 6 om—1 2n
—1+1+1+1+1+1+ + ! +1 1+1+1+ +1 =
B 2 3 4 5 6 on—1 2n 2 3 n)

= Yo, +1In(2n) — (v +1Inn) = 2, — ¥ + 102
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Potom

lim sop, = lim 79, — lim v, + N2 =v—~v+1In2=1In2

n—0oo n—oo n—00

Dalej

1i 1 + ! In 2
im So,41 = lim | sop =In
2n+1 2 o+ 1

n—aoo n—aoo
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ZAKLADNE VLASTNOSTI

WK

(an+bn)=Zan+Zb

1 n=1

n

Mg

(can, —cZan (c #0)

n=1

oo o
Rad )  a, savolad zvysok radu ) a, po k-tom ¢lene. Bud’ obidva
n=k+1 n=1
konverguju, alebo obidva diverguju.

Utvorime rad

(a1 +ay+ - +an,)+(Gn 41+ anypo £+ any)

X
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Postupnost’ ¢iastocnych suctov radu ) b, je vybrana postupnost
n=1

o
z postupnosti ¢iastoénych suctov radu > a,. Ak rad ) a, konverguje,

(©.@)
aj rad ) b, konverguje. Naopak to neplati
n=1

1-1)+(1-1)+1—1)+...

HARMONICKY RAD

Jeden z novsich dokazov divergencie (1975)

L (e D) (A s (A ()
n 2 3 4 2 2 4 4 -

n=1
1
_1+2+ + E -
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RADY S NEZAPORNYMI CLENMI (a,, = 0 PRE KAZDE n)

Postupnost’ ¢iastoé¢nych suctov je neklesajuca.

Vlozenie nulovych ¢lenov neovplyvni konvergenciu, ani sucet radu.

Q—|‘O+“'+Q—|—&1—|—Q—|—O—|—“'—|‘Q—|—&2+Q—|—O+"'+Q+a3—|—...

konecny pocet nul konecny pocet nul konecny pocet nul
(©.@) (©.@)
Dostaneme rad ) b,. Postupnost’ ¢iastocnych stuctov radu » a, je

(©.@)
vybrand postupnost’ z postupnosti ¢iastocnych siactov radu ) b,.
n=1
Monoténna postupnost’ konverguje prave vtedy, ked’ konverguje ne-

jaka jej podpostupnost’. Preto su obidva rady bud’ sucasne konvergentné,
alebo obidva sucasne divergentné.

Z tohto dovodu budeme d’alej uvazovat’ iba rady s kladnymi ¢lenmi.
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POROVNAVACIE KRITERIUM V NELIMITNOM TVARE

Cauchy (1821)
Nech pre kazdé prirodzené cislo n plati

0=a, = by,
(rad ) b, sa vold majorantny rad k radu ) a,). Ak rad ) b, kon-
n=1 o0 n=1 n=1
verguje, potom aj rad > a, konverguje.

n=1

Dokaz. Staci si uvedomit’, ze pre rady s kladnymi ¢lenmi je postupnost’
¢iastoénych suctov rastica, preto staci dokazat’ jej ohranicenost’.

n

Zak §zn:bk < ibk < 400
k=1 k=1

k=1
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Obratena veta: Ak rad > a, diverguje, potom rad ) b, diverguje.

n=1 n=1

POROVNAVACIE KRITERIUM V LIMITNOM TVARE I.

a

Predpokladajme, ze lim — existuje a je kone¢na. Potom z konver-
n—oo n

) )
gencie radu Y b, vyplyva konvergencia radu ) a,.
n=1 n=1

Dékaz. Pre ¢ = 1 existuje také ng, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n = ng
plati
Qn

— =l <1
-

kde l = lim . Odtial a, < (I +1)b,. Pretoze [ = 0, rad S (I+1)b,,

n— 00 bn

ma kladné ¢leny.

nN=mno
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POROVNAVACIE KRITERIUM V LIMITNOM TVARE II.

Ak pre rady s kladnymi ¢lenmi plati

0 < lim a—<+oo

n— 00 b

potom obidva rady su bud’ konvergentné, alebo obidva su divergentné.

Priklad.

oo

>
2
—n — n + 1
i /2 ]
1 2/ z2 cos®™ x dx
doméca uloha: — = a,—1 — ap, kde a, = 0
n /2
/ cos“" x dx
i 0 _
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PODIELOVE KRITERIUM

Ak pre rady s kladnymi ¢lenmi plati

pre kazdé prirodzené n,

An+41 < bn—l—l
a, by,

(©.@) @)
potom z konvergencie radu ) b, vyplyva konvergencia radu ) a,.

n=1 n=1
Dokaz.
a2.a3.a4... An <b2.b3.b4... bn
ai az as  ap—1 by by bz by
an  bn
ap — b

a pouzijeme porovnavacie Kritérium.
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D’ALEMBERTOVO KRITERIUM (1768)
Majme rad s kladnymi ¢lemni ) a,,.
n=1

An+1
79

1) Ak pre kazdé prirodzené n plati < ¢ < 1 (kde g je konstanta),

potom dany rad konverguje.
An+1

Qnp

2) Ak pre kazdé prirodzené n plati

> 1, potom dany rad diverguje.

a

Doékaz. 1) Pretoze ntl < d :
an q"

2) Nie je splnend nutnd podmienka konvergencie.

staci pouzit’ podielové kritérium.
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LIMES INFERIOR A LIMES SUPERIOR

Nech {z,}52 je postupnost’ redlnych cisel.

Potom liminf x,, ma tieto vlastnosti:
n—=oo

ak [ < liminf x,,, potom existuje len konec¢ne vel'a takych n, ze x,, < ;

n—oo

ak [ > liminf z,,, potom existuje nekonecne vela takych n, ze x,, <.
n—od

Podobne, lim sup x,, ma tieto vlastnosti:
n—oo

ak [ > lim sup z,,, potom existuje len konec¢ne vel'a takych n, ze x,, > [;

n—oo

ak [ < limsup z,,, potom existuje nekone¢ne vela takych n, ze z,, > [.
n—oo
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LIMITNE D’ALEMBERTOVO KRITERIUM

1) Nech lim sup ntl 1. Potom rad > a, konverguje.

2) Nech lim inf fint

L > 1. Potom rad > a, diverguje.

n—oo Gy n=1
Dokaz. 1) Zvolime q tak, aby
n—oo an
2) Na domaécu tlohu.
. . pQ . a s , .
Pozndmka. Ak liminf =% < 1 < limsup —=2, kritérium nedéva in-
n—oo  dnp n—oo  Qn

formaciu o konvergenénom charaktere daného radu.

00 00 1)n .
> n” Z
n=1 n=1
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CAUCHYHO KRITERIUM (1821)

Majme rad s kladnymi ¢lemni ) a,,.
n=1

1) Ak pre kazdé prirodzené n plati /a, < q < 1 (kde ¢ je konstanta),

@)
potom rad > a, konverguje.
n=1

oo
2) Ak pre nekonecne vela n plati /a, = 1, potom rad ) a, diver-
n=1

guje.

Dokaz. 1) a, < q" a staci porovnat’ s geometrickym radom.

2) Nie je splnend nutna podmienka konvergencie.
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LIMITNE CAUCHYHO KRITERIUM

1) Nech limsup /a,, < 1. Potom rad ) a, konverguje.

n— oo n=1

oo
2) Nech limsup {/a,, > 1. Potom rad ) a, diverguje.

1,— OO n=1
Dokaz. 1) Zvolime q tak, aby limsup /a,, < ¢ < 1.
n—oo

2) Na domaécu tlohu.

Poznamka. Ak limsup /a,, = 1, kritérium nedava informaciu o konver-
n—oo

gencnom charaktere daného radu.

oo oo
2 2"
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CAUCHYHO KRITERIUM JE SILNEJSIE AKO D’ALEMBERTOVO

Nech {z,}52; je postupnost’ kladnych ¢isel. Potom

lim inf ~7+ < liminf /z,, < limsup ¥z, < limsup ntl

n—oo I, n— 00 n— 00 n—oo  In

Doékaz. Ukazeme, ze (ostatné na domacu ulohu)

Ln4+1

lim sup ¥/, < limsup

n—00 n—oo ‘CBTL

Ln+1

Polozme [ = lim sup . Nech [ < 400 (opacny pripad je zrejmy).

n—oo ‘/’U’n,
Nech € > 0. Potom existuje m prirodzené také, ze pre kazdé n = m plati

Ln+1
Ln

<l+e
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Nech k je prirodzené ¢islo. Potom

Tmi2 Tmis | ImAk (g g o)k

Lm+1 .
Lm Im+1  LTm+2 Im4k—1
Tm+k
MR < (L4 &)k
Tom
Tt < (L4 -z,
k 1
m—’_\k/ :Cm_|_k < (l —|— g) m+k . ZC;;%—'_k
L 1
limsup "R/Tpyir < lim (I 4+¢&)m+F -y ™ =1 4¢
k— o0 k— o0
Ukézali sme, ze pre kazdé ¢ > 0 plati limsup ¢/z,, < [ + . Teda
n—oo

lim sup v/, < I.

n—aoo
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RAABEHO KRITERIUM (1832)

Majme rad s kladnymi ¢lemni ) a,,.

n=1
1) Ak pre kazdé prirodzené n plati n (aZ:l — 1) > q > 1 (kde ¢ je
konstanta), potom dany rad konverguje.
2) Ak pre kazdé prirodzené n plati n (CL::1 — 1) < 1, potom dany rad
diverguje.
Dokaz. 1)

NGy = Qn+1 + Napy1 = (N + 1D)apns1 + (@ — 1)ans1 > (n+ 1)aps:

Tym sme ukézali, ze postupnost’ {na,}>°; je klesajica. Jej ¢leny su
kladné, teda je ohrani¢end. Preto musi mat’ koneénu limitu /.
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Pretoze (ako sme ukazali vyssie)

(q - 1)afn—i—1 § nan — (n + 1)an—|—1 — bn7

@) (©.@)
rad > b, je majorantny k radu >  (¢—1)a,1. UkdzZeme, ze konverguje.
n=1 n=1

Z bk — (CLl — 2&2) -+ (2&2 — 3&3) -+ (3&3 — 4&4) + ...
k=1

o+ (nap + (n+1apy1) = a1 — (n+ 1)apgy

Teda lim > bx =a; — .

T k=1
oo
Podl'a porovnavacieho kritéria konverguje aj > (¢ — 1)an41.
n=1
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JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

2) Pretoze na, < (n+ 1)a,y1, postupnost’ {na,}5%; je neklesajica.
Odtial' n-a,, = 1-a1, ¢ize
a
— Say
n

Staci porovnat’ s harmonickym radom.

LIMITNE RAABEHO KRITERIUM

Ak limsupn (% — 1) < —1, dany rad konverguje.

n
n—aoo

Ak liminfn (% — 1) > —1, dany rad diverguje.

n—aoo n

Ak existuje tato limita a rovna sa jednej, kritérium nedava informéaciu
o konvergené¢nom charaktere daného radu:

oo

=1 1
nz::lﬁ ann2n
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KONDENZACNE KRITERIUM (CAUCHY, 1821)

©.@)
Majme rad > a, taky, ze a1 = as = a3 = a4 = --- 2 0. Potom tento

n=1 o

rad konverguje prave vtedy, ked’ konverguje rad Z 2F G
k=0

Dokaz. Oznac¢me ciasto¢né sucty tychto radov

S, = a1 +as + -+ ay

tr = a1 + 2as + 4ag + 8ag + - - - + 2 ay
1) Nech n < 2%, Potom

SpSap+tag+ -t agk +00 Aokt =
=a1+ (a2 +a3)+ (as+as+ag+a7)+ -+ (agr + -+ ager1_7) =
< ay +2as +4dag + -+ 28agr =ty
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JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

Teda ak n < 2% potom s,, < .
2) Nech n > 2*. Potom

Sp 2 a1+ ag + -+ age =
= a1 +ag + (a3 +as) +(as +ag +ar+ag) +- -+ (agr-149 +---+agr) 2

k—1 1 k 1
2 a1t+as+2a4+--+2% Tagr > §(a1+2a2+4a4+- 4 2%a9r) = i-tk

1
Teda ak n > 2%, potom s,, > 5 -t

Priklad. Rad Z ip, kde p je konsStanta, konverguje prave vtedy, ked’
=1

konverguje rad Z AR = Z (21 p) ¢o je geometricky rad, ktory

(2 )

konverguje pré Vtedy, ked’ |21~ p| < 1, ¢ize ked’ p > 1.
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JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

Uloha. Pomocou kondenzacného kritéria vysSetrite konvergenciu radu

¢

Z 1

nln’n

INTEGRALNE KRITERIUM (EULER, 1736)

Nech f je nezapornd, nerastica realna funkcia definovand aspon na

o
intervale (1, +00). Potom rad )  f(n) konverguje prave vtedy, ked’ kon-
n=1

©.@)
verguje integral / f(t)dt.
1

Dokaz. 7 monoténnosti vyplyva integrovatelnost’ na kazdom ohranice-
nom intervale. Polozme a; = f(k). Potom
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k41 k
/ fWdt<ar < | Fb)dt
k

k—1

n+1 n n
< ap <
/2 f(t)dt:k; k_/l £(t) dt

kE+1
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1+1+1+ _
12 22 32 6

N

Euler (1735)

1 1 1 1 1
—_ —— 5 _|— =

sin?2r  4sin’zcos?z 4

NS S U I SR S

N sin2% 4 s1n2§ sin’ 3%
R0 I S SR SN S
42 | gin? 16 sin’ % sin ?—g sin? ?—g
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Dokaz matematickou indukciou na domacu ulohu.

Nech 0 <z < 5. Pretoze plati sinx < x < tanx, mame

1 S 1 - 1 1 <_ 1 )
sin® x x> sin® x tan? x

potom
1 [ on+2 r 1
—1< <
sin? (257;12)” (2k — )7 sin? (2§;+12)7T
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> | 1| <X [y ] z
<
k=1 sin” (2§n—|—12) 1 2k — 1) — sin? 2§n+12)7r
2 o
1 16 - 4™
— 2" < 5 <
2’)’L
16 - 4™ 1 1
24" - 2" < < 2.4" L
2 kz_:l (2k — 1) / 4m
2 L < 10 S L < 2
on 72 £a (2 — 1)
16 < 1 21 2
ted lim — =2 dkial’ i = —
da im0 fgr—qyp — % odkial lm ) oy =g
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oo

1

Postupnost’ {s,,}52 ; ¢iastotnych suctov radu Z — je rastuca, teda
n=1
s = lim s, = lim s9». Potom
n—1 n—1 n—1 n—1
22 1 - 1 - 11 — 1
Son = = — S
’ (2k — 1)2 (2Kk)2 (2k —1)2 " 4 £~ k2
k=1 k=1 k=1 k=1
2n—1 1 1
82n — Z (Qk — 1)2 + 18271—1
k=1
2 n 1
s=—+-"-5
8 4
2
5= (Amer. Math. Monthly, 2002)
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ABSOLUTNA KONVERGENCIA

oo
Majme rad ) a,, ktorého ¢leny su redlne ¢isla, nie nutne vsetky
n=1

oo oo
nezaporné. Ak rad >  |a,| konverguje, potom hovorime, ze rad ) a,

n=1 n=1
konverguje absolutne.

Z nerovnosti a, = |a,| vyplyva, ze ak dany rad konverguje absolitne,
potom konverguje.
(©.@) oo
Ak rad > |a,| diverguje, ale rad > a, konverguje, potom hovorime,

n=1 n=1
ze dany rad konverguje relativne.
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RELATIVNA KONVERGENCIA

Ak zx je realne cislo, polozme

n r prex >0, _ —x prex <0,
X — T =
0 prex <0, 0 prex>0.
y:gg"‘ y:x_

V technickych
aplikaciach,
napr. pri
digitalnom
spracovani
signalov, ju
pozname pod
nazvom

ramp function.

-1 -1
-1 0 1 -1 0 1

Potom z =zt — a7, |z| =2T + 2.
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(©.@)
Pre dany rad ) a, polozme

n=1
D= 0 =) 0y Sa=) ar  ta=) |a
k=1 k=1 k=1 n=1
, — (=)™
Napriklad pre rad Z mame
n=1 n
1+ +1 L t 1+1+1+1+1
Sy = — — — — 4+ - — = = —+ -+ -+ =
> 2 34 5 ° 2 '3 45
1 1
- 0+=-4+0+=4+0
Ps +2+ +4+
— 1—|—()—|—1—|—O—|—1
qs = 3 5

55/114



JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

(©.@)
1) Ak rad > a, konverguje absolitne, potom z nerovnosti a}f < |a,]|,
n=1

@)
a. < |ay| a porovnavacieho kritéria vyplyva, ze obidva rady > a,
n=1

o
> a;; konverguju.
n=1

(©.@) @)
2) Ak obidva rady > a, > a. konvergujd, potom z rovnosti

n=1 n=1

©.@)
tn = pn + qn Vyplyva, ze rad > a, konverguje absolitne.

n=1
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(©.@) oo
3) Ak prave jeden z radov > al, > a. diverguje, potom z rovnosti
n=1 n=1

o
Sn = Pn — qn Vyplyva, ze rad ) a, diverguje.

n=1
(©.@) (©.@) @)
4) Akrad > a, konverguje relativne, potom obidvarady > af, > a
n=1 n=1 n=1
diverguju, pricom lim a; = lim a, = 0.
n—oo n—oo
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ALTERNUJUCE RADY

LEIBNIZOVO KRITERIUM (1682)

Ak a1 =2 as =2 a3 =2 a4 = --- =2 0 a lim a, = 0, potom rad
o n—od
3" (=1)""1a, konverguje.
n=1
Dokaz.
S1 = aq S2 = a1 — a2

S3=81—aG2+a3 =851 S4=S2+as—as = 52

AT
Vs

w

1AV
Va)

W

S5 = S3 — Q4 + A5 Sg = S4 + a5 — ag

nerastica neklesajuca
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Ukazeme, ze tieto postupnosti si ohranic¢ené.

1A%

Sor = a1 —ag = 0

Sok + agky1 = 0

S2k+1

VAN

S2k—1 S1 = Q1

I

S2k S2k—1 — a2k S2k—1 § ai

Teda obidve postupnosti musia mat’ kone¢né limity. Pretoze

Sok+1 = S2k + A2k+1

tieto limity su rovnaké.
Ukazeme, ze plati

Sok < S < S2k+1

‘Sn—l—k - 3n| g An+1
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2 3

5
(Alternating series convergence: a visual proof, Teaching Math. Appl., 2006)

aq

0 1
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1 1 1 1 1 1 1

Priklad, 1— —— 42— 4= _— L=_ _~ 4.
T 122 2.3'3 3.4 4 4.5
N— — S ~ - . ~ 7 . ~ _/
: ; : :

Poziadavku monoténnosti v Leibnizovom kritériu nemozno vynechat’.

SUMACIA PER PARTES

q q
> up(vrgr — k) + Y k(e — Uk—1) = UgUgs1 — Uptpi1
k=p+1 k=p+1
Dokaz.
q q
Z [Uk(’l)k—l—l — vg) + vg(up — Uk—l)} = Z [Uk'Uk—l—l — uk—lvk}
k=p+1 k=p+1

¢o je teleskopicky sucet.
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ABELOVA LEMA (1826)

Nech p < g su prirodzené ¢isla. Potom

q q
> arb = ) sk(bx — beg1) + Sgbga1 — spbpi1,
k=p+1 k=p+1

kde

k
Sk — E a;.
1=1

Dokaz. V sumacii per partes polozime uy = s; a v = by.
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DIRICHLETOVA VETA (1863)

Nech by 2 by =2 b3 = --- 2 0. Ak rad Z a,, ma ohrani¢ené ¢iasto¢né

suéty a lim b, = 0, potom rad Z A bn konverguje
n—od n=1

Dékaz. Pouzijeme Cauchy-Bolzanovo kritérium. Pretoze |si| < M, kde
M je konstanta, mame

q q
Y awbi| = | > su(br — brt1) + sgbgr1 — spbpi
k=p+1 k=p+1
q
S Z skl (bk — brt1) + [8¢0g+1 + [Sp|bp+1
k=p+1

A

A

q
SM | Y (be—bis1) +bga1 +bpyr | =2Mbyy <
_k:p+1
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> sinmn

Priklad. Aby sme ukazali, ze rad )
n=1

konverguje, staci overit’, ze
n

oo n
rad ) sinn ma ohranicené ¢iastocné sucty s, = > sink.
n=1 k=1

2 sin(%).sn:kél 2 sin(%) sin k:kél [cos(k— %)—cos(k—i—%)]:

2 sin a sin f=cos(a—)—cos(a+()

:[COS(l—%)—COS(1+%)]+[COS(2—%)—COS(2-|—%)]-|—-'-—|—[COS(TL—%)—COS(TL—F%)]:

:cos(%)—cos(%)—I—cos(%)—cos(g)_|_..._|_cos( 2n2—1 )—cos( 2n2+1 ):

:cos(%)—cos( 2n2+1 ):2 Sin(nT—H) sin(%)
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ABELOVA VETA

@)
Nech by 2 by =2 b3 = --- 2 0. Akrad ) a, konverguje, potom aj rad
e n=1
> apb, konverguje.
n=1
Dékaz. Prevedieme to na Dirichletovu vetu. Pretoze postupnost’ {b, }°° ,

je monoténna a ohranicend, ma limitu b. Potom lim (b, —b) = 0. Podla
n—aoo

Dirichletovej vety rad ) a,(b, —b) = > anb, — b ) a, konverguje.
n=1

@) @)
Pretoze rad ) a, konverguje, aj rad ) a,b, konverguje.
n=1 n=1
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PREROVNANIE RADOV

1+1 1+1 1
4 5 6 7 8

1 1
Zanz "33

S b, —14 o tylp oLy
~" "3 2 5 7 4

Nech ¢ : N — N je bijekcia. Ak by = a,x), potom hovorime, Ze rad

> by, je prerovnanim radu ) a,.
n=1 n=1
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Ak > a, je rad s nezdpornymi ¢lenmi a rad ) b, je jeho prerov-
n=1 n=1

nanim, potom plati
@)
Gy = Z by,

=1

K

S
I
—
S

Dokaz. Staci overit’, ze plati

bn

[VAN

]2

2
n=1
Nech n je prirodzené ¢islo. Polozme ng = max{y(1),(2),...,p(n)}.

Potom no -
Zbk—z& <D ar <Y
k=1 k=1

Pre n — oo dostavame pozadovanui nerovnost’.

1

n
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@)
Ak rad > a, konverguje absolutne, potom pre jeho I'ubovolné pre-

Og:l oo oo
rovnanie » _ b, plati > an, = ) by.
n=1 n=1 n=1
oo oo oo
Doékaz. Pretozerad ) |b,| je prerovnanim radu ) |a,|,rad > b, kon-
n=1 n=1 n=1
verguje absolutne.
oo oo oo oo
Podla predoslej lemy plati > atf = > b, > a. = > b, teda
n=1 n=1 n=1 n=1

DUIED BUEED DIED BT AR S
n=1 n=1 n=1

n=1 n=1 n=1
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RIEMANNOVA VETA (1867)

©.@)
Nech ) a, je relativne konveregentny rad. Nech a < b (mo6ze byt aj

n=1
o
a = —o0, alebo b = +00). Potom existuje také prerovnanie > b, radu
. n=1
D Gn, 7€
n=1
liminf s,, = a, limsups,, = b,
n—0o0 n— 00
n
kde s, = ) b.
k=1
oo
Dékaz. Obmedzime sa na pripad alternujiceho radu > (—1)""1a,, kde
n=1

a, > 0. Dalej budeme predpokladat, ze a = b = ¢, kde ¢ je redlne
¢islo. Ciastocné sucty vytvorené iba z kladnych ¢lenov daného radu, t. j.

mn
> ask_1, tvoria rastucu postupnost’ s limitou 4oo0.
k=1
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@)
Konstrukciu radu ) b, zatneme kladnymi ¢lenmi daného alternuju-

n=1
oo n
ceho radu Y (—1)""la, az dovtedy, kym jeho ¢iastoéné stucty > by po
n=1 k=1

prvykrat prekroc¢ia hodnotu /.

Podobne ¢iastoéné sucty vytvorené iba zo zapornych ¢lenov daného
mn
radu, t. j. > (—ask), tvoria klesajicu postupnost’ s limitou —oo.
k=1

(©.@)
V konstrukcii radu > b, pokracujeme zapornymi ¢lenmi daného al-

n=1
0

ternujiceho radu > (—1)""la, az dovtedy, kym jeho ¢iastoéné sicty
n=1

mn
> by, po prvykrat neklesnii pod hodnotu /.
k=1

Tieto dve etapy konstrukcie striedavo opakujeme.

oo
Pretoze rad Y (—1)""la, konverguje, plati lim a, = 0. To ndm
n=1 n—0o

n
zabezpeli, ze lim > by = /4.

= k=1
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SUCIN RADOV

. @) oo
Pod oznacenim Cauchyho sucin radov » a,, » b, rozumieme rad
n=0 n=0

> cn, kde

n=0
n
Cn = E akbn—k
k=0

Priklad. (Cauchy, 1821) Cauchyho sic¢in dvoch (rovnakych) relativne
konvergentnych radov moze divergovat’. Staci polozit’

an:bn: y CL():b():O
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MERTENSOVA VETA

(©.@) © @)

Ak jeden z dvoch konvergentnych radov ) a,, > b, konverguje ab-
n=1 n=1
solutne, potom ich Cauchyho sic¢in konverguje a plati

©.@) ©.@)
n=1 1 n=1

oo

n—
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WALLISOV SUCIN (1655)

oo

H (2n)(2n) 2 2 4 46 6 88

L @n-1)(@2n+1) 1 3355 779 2
Budeme sa zaoberat’ funkciou f(x) = il
T

Jej nulové body su £m, £27, £37, ...

Vytvorime postupnost’ polynémov { f,,}>° ; takd, ze
1) f, bude mat’ korene +7m, +27, +3m, ..., +nm;
2) £2(0) = lim f(z) = 1.
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) n 9
S111 1 H 1 ZT
= 111m —
€T n—oo - k272

) T
Dosadime x = —:

2 4k? — 1
P - nh—>n;o 1;[ (1 B @) - nh—>n;o H 4k?

- 4k2
2= I g5
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Ukéazeme si iné odvodenie Wallisovho sic¢inu. Nech n > 1 je priro-
dzené. Potom metdédou per partes mozno ukazat’, ze plati

/2 1 /2
/ sin” x dx = n / sin” 2 x dx
0 0

n

Odtial

/2 ... _
/ sin?® ¢ do = L3 (Qk 1) I
0 2-4---(2k) 2

7T/2 . . . .
/ sin?? !z dx = 2-4--(2k)
0 3:5---(2k+1)

Pretoze na intervale (0, 7/2) plati

k—1

in?f 1 <gin?* r < sin?* o

S

| ] 76/114




JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

odtial’ integraciou dostaneme (s pouzitim vyssie odvodenych vzorcov)

2-4---(2k) <1-3---(2k—1) 7r<2-4---(2k—2)
3:5---(2k—1) = 2-4---(2k) 2 = 3:5---(2k—-1)
a po uprave
2 42 2
2k T 2747 (2k)7 1 <7
2k+1 2 = 12-32...(2k—1)%2 2k+1 ~ 2

Odtial’ uz vyplyva pozadované tvrdenie.
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FAKTORIAL

Logaritmovanim prevedieme faktoridl na sucet:

In(n!)=Inl4+In2+mn3+---+Ilnn= Zlnz’
i=1

Cleny tohto siétu ohrani¢ime In(s)
pomocou Inzx a In(z + 1). .

In(3)

/lnxd:cgzmig/ In(x + 1) dx
0

1 i=1 In(2)

0 1 2 3 4 5
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+1

n & n—+1
In—+1<) Ini< 1)1
nne—‘,— _an_(nJr)n ;

1=1

n n—+1

(33:) e < n! (:7l-+_ 1:) €.
€ €

n n
Teda n! sa chova podobne ako vyraz (—) :
e

IA

STIRLINGOV VZOREC (1730)

|
lim ———— = V/2r
"n— 00 (_) . \/ﬁ
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Dokaz. Polozme

n!
a p—
n n n
(5) v
Potom
. 1 1\""2
28
Ayt 1 e n
Odtial
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Pretoze funkcia y = % je na inter-
vale (0,00) konvexna, jej graf lezi nad
dotycnicou. Teda plocha pod grafom
tejto funkcie je vacsia ako plocha li-
chobeznika.

n+1

N~
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1 1
T <ln<1+—>
n—|—§ n

1 1
O<<n+—)ln<1—|——>—1
2 n

0 <In an

An+41

Odtial’ vyplyva, ze ide o klesajucu postupnost’ kladnych c¢isel, teda
musi mat’ limitu. Oznac¢me ju a.
Polozme

Ukazeme, ze ide o rastucu postupnost’ kladnych ¢isel, ktora ma tu istu
limitu a.
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Pretoze funkcia y = % je na in-
tervale (0,00) konvexnd, jej graf lezi
pod secnicou. Teda plocha pod grafom

tejto funkcie je mensia ako plocha li-
chobeznika.

n n+1
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1 n+ 31
In(1+— 2
( +n><n<n+1>

2

1 1 (n+3)
In {1+ — 2

) (1+0) <o

1 1 <1 .
na, — Ina, — | — —
+l 4 \n n-+1

1 ! <1 !
4n T A(n+ 1)

In bn < In bn_|_1
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Pretoze postupnost’ {a, }52 ; klesd, plati a,, > a. Odtial’ vyplyva, ze

n

n!>a'(—)n~\/ﬁ

€

Pretoze postupnost’ {b, }°2 , rastie, plati b,, < a. Odtial’ vyplyva, ze

4n

n

mn
n!<a°(—> -/n-e

e
Na vypocet hodnoty a pouzijeme Wallisov stucin v tvare
2477, (n')4

A @ 2@n 1) 2

Overte to!
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Odtial’ vyplyva, ze plati

' 24n(n|)4 B z
= \/ G V3

, 227 (n!)? T
lim — ] =
n—oo (2n)ly/2n + 1 2
Potom pre
n!
an — n n
(2) v
mame
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Spojime obidva ziskané odhady do jedného zapisu:

1

n\" n\" —ntz,

2N (—) e "< nl < V2 (—) e an
e

€

Vypocitajte:

O
/ e Tdx
0
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ROVNOMERNA KONVERGENCIA (WEIERSTRASS, 1841)

Hovorime, ze postupnost’ funkcii {f,}5° ; konverguje rovnomerne
k funkcii f na mnozine A, ak

lim sup [fn(z) — f(z)] =0

=0 xc A

A
V skratke f,, = f, alebo len strucne f,, = f.
Vyznam rovnomernej konvergencie suvisi so zamenou limitnych pre-
chodov.

lim [lim fn(a:)} = lim {lim fn(x)]

r—a Ln—aoo n—oeo Lr—a
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WEIERSTRASSOV M-TEST

@)
Majme dany rad funkcii ) f,, definovanych na mnozine A. Polozme
n=1

My, = sup | fn (1]
teA

Ak c¢iselny rad ) M, konverguje, potom funkciondlny rad »_ f, kon-

n=1 n=1
verguje rovnomerne.

> n—1
3 (1)
5 konverguje rovnomerne, ale nie absoltutne
r“—+n
n=1
konverguje absolatne, ale nie rovnomerne (Pringsheim, 1899)
2 @iy

S
I
—_
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VETA O spoJITOSTI (CAUCHY, 1853)

Nech {f,}°2, je postupnost’ spojitych funkcii. Ak f, == fna inter-
vale I, potom limitné funkcia f je spojita na tomto intervale.

Dokaz. Je zalozeny na nasledujicich odhadoch

Doplnenie detailov dokazu na doméacu ilohu.
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VETA O INTEGROVANI

Nech {f,}52, je postupnost’ spojitych funkcii. Nech f, = f na inter-
vale (a,b). Potom

lim fn Ydx = / f(x

Dokaz.

@) de— [ f(e)de| =
/ /

[/\
;7"“~w
s
—~~
8
N—"
|
=
2
QL
8
[/\
;7"“~w
S
o>~
| | ™
)
QL
8
|
™
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VETA O DERIVOVANI

Nech postupnost’ funkcii { f,, }52; konverguje k funkcii f na intervale
(a, b). Predpokladajme, ze derivécie f! su spojité na tomto intervale. Ak
postupnost’ derivacii { f] }°° ; konverguje rovnomerne na tomto intervale,
potom plati

lim f(x) = f'(z) pre kazdé = € (a,b).
n—00
Doékaz. Polozme g(x) = lim f/ (x) pre kazdé = € (a,b). Teda f| = g.
n—oo

Nech z € (a,b). Pouzijeme vetu o integrovani na intevale (a, x).

[ o=t [ p@de= tim 5@ - falo)] = £@) - 0

a

x

Potom f(x) = / g(t)dt + f(a), odkial f'(x) = g(x).

a
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WEIERSTRASSOVA VETA (1885)

Nech f je redlna funkcia definovana na intervale (0, 1). Potom existuje

postupnost’ mnohoclenov, ktorad konverguje rovnomerne k funkcii f na
intervale (0, 1).

Doékaz. Pouzijeme Bernsteinove polynémy (Bernstein, 1912).

Bo(z) = kzn;)f (%) (Z) 2F (1 — z)nk

Podla binomickej vety mame

l=[z4+(1-2)"= zn: (Z)wk(l )k
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):L‘k(l — )" teda

f(x) = Bn(z) = zn: [f(a:) — f (%)] (Z) (1 — )

odkial

n

@)~ Ba@)] £

k=0

) - £(5) | (3)eka oyt

Nech € > 0. Z rovnomernej spojitosti funkcie f vyplyva, zZe existuje

d > 0 s vlastnost’ou

2=yl < 3= |f(2) - Fy)l < =
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Scitacie indexy k rozdelime do dvoch skupin. Tie indexy k, pre ktoré

plati |t — —| < d, budud v skupine A, ostatné budui v skupine B. Zrejme

n

f(a:)—f(%)‘ (Z)xk(l—x)”_kzz...JrZ...

keA keB

n

D

k=0

Pre prvy s¢itanec mame

]  95/114




JOZEF DOBOS: MATEMATICKA ANALYZA

Pretoze spojita funkcia je na uzavretom intervale ohranicend, pre

kazdé x € (0,1) plati |f(z)| < M, kde M je konstanta. Potom

k
‘f(x)—f<—>|§M+M=2M
n
Pre k € B mame
k . (nx — k)?
T - >0 odkial 1= 350

Potom pre druhy s¢itanec mame

2

ke B _ keB

N~

M

VAN

f(z) = f (%) | (Z) F(l—z)"F <Y 2M (Z) (1 — ) =
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Pouzijeme nerovnost’ 1 < % ktora plati pre kazdé k € B.
—QMZ B(1—z) k<2MZ (nz — k)" (m F(1—z)F =
n242 k
keB kEB
2M n "
= =5 (na:—k)2<k>xk(1—x) b <
keB
IM < n .
< 350 (naz—k)2(k>xk(1—az) g
k=0
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n
vyraz Y (nxz — k)?(})2"(1 — 2)" % sa rozdelf na tri sucty:

k=0

22( ) (1 —2)"~F = n2a?
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Tieto tri rovnosti teraz pouzijeme.

k n
Fa) (—)| (}) ek —ay <
l%;; n k
< 32]\452 [n2:€2 + (1 — 2nx)nx + n(n — 1);52} — 32]\452 nx(l — ) =
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pretoze pre z € (0,1) je 0 Sz <1,0=1—2 < 1, mdme (1 — z) < 1.
Teraz staci zvolit’ n tak, aby platilo

2M - g
no? 2

Ty sme ukazali, ze plati

Z...—I—Z~~<%—I—%:5

ke A keB

L ___________________________________________________________________________________________| ] 100/114
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TANNERYHO VETA (1904)

Nech s(n) = Z fr(n) pre kazdé n prirodzené. Predpokladajme, ze
lim fx(n) = f, | fk( )| £ My, pre kazdé k, n prirodzené. Ak ¢iselny rad

> M}, konverguje, potom plati
k=0 o0
lim s(n) = Z fr
k=0

(©.@)

Dokaz. Nech € > 0. Pretoze rad ) M) konverguje, postupnost’ jeho
k=0

zvyskov mé limitu nula. Teda existuje m prirodzené také, ze pre kazdé

n = m plati
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Nech k je prirodzené, k < m. Pretoze lim fi(n) = fi, existuje priro-
n—oo

dzené ¢islo ny, také, Zze pre kazdé n = n; plati

£
Polozme my = max{m + 1,ng,n1,n2,...,ny}. Nech n = mg. Potom
s(n) =) fi| =D fe(n) =D fu| =
k=0 k=0 k=0
k=0 k=m-+1 k=0 k=m-+1
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< Ifr(n) = ful + Z M, + Z My, <
k=0

k=m-+1 k=m-+1
E E
< 1) - _
m+ 1) D 3

+-=c¢

c
3

k
Priklad. Polozme fi(n) = (Z) x—k Potom
n

) T\™ ) - n ZUk: = JJC
tm (14 7) = m S () =

Tanneryho veta zostane v platnosti aj v pripade s(n) = Z fr(n), kde
a, Su prirodzené cisla s limitou +oo. Dokazte! k=0
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C{SLO e JE IRACIONALNE

Zostrojime do seba zapadaju-
ce intervaly I,,.

Prvy bude I; = (2,3). Dalej
postupujeme rekurzivne. Inter-
val I,, rozdelime na n + 1 podin-
tervalov rovnake;j dfiky, pricom
druhy z nich ozna¢ime symbolom
I,11. Potom I, = (ay,by,).

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 29 3
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Py — 1
Polozme h,, = b, — a,,. Zrejme h1 = 1, h,, = ! Potom h2:§,
n
1 1 1
hy = ——, hy = ey hy = —.
ST 2.3 T 234 n!

Zrejme a1 = 2, by = 3. Z popisu konstrukcie vyplyva, ze

an:an—1+hn bn:an+hn

Potom
1 1
CL2=2+5 b2=a2+5
1 1 1
CL3:2—|—§—|—§ bgzag—l—a
1 1 1 1
a4:2+§+§+ﬂ b4:a4+ﬂ
1 1 1 1 1
a5:2+§+§+ﬂ+a b5:a5+a
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Prienik

ﬂ I, ={e}

je potom ekvivalentny suctu

oo

1
ZHZG‘

n=0

Ak n > 1, potom interval I,, 1 lezi ostro medzi koncovymi bodmi inter-
valu I, ¢o su ¢isla tvaru k/n! a (k + 1)/n!, pre nejaké celé k. Z toho
vyplyva, ze bod leziaci v ich prieniku nemoze byt zlomkom s menova-
telom n! pre ziadne n > 1. Pretoze kazdé raciondlne ¢islo m/n moze byt

zapisané v tvare
m m-(n—1)

n n!

Y

mozeme urobit’ zaver, ze Cislo e je iracionalne.
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o

MOCNINOVE RADY Z anz"

n=0

ABELOVA VETA (1826)

Ak mocninovy rad konverguje v niektorom bode zg # 0, potom kon-
verguje absolitne v kazdom bode intervalu (—|zo|, |xo|).
Doékaz. 7 konvergencie daného radu vyplyva, ze lim a,x; = 0. Pretoze
n—oo
konvergentnd postupnost’ je ohranicena, plati

lanzg| S K, kde K je konstanta

Nech z je také, ze |z| < |zg|. Polozme ¢ = % Potom
Lo

lanz"| = |anx)|q" = Kq"

Pretoze |q| < 1, sta¢i pouzit’ porovnavacie kritérium.
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POLOMER KONVERGENCIE

o
Nech > a,z" je mocninovy rad. Polozme
n=0

q = limsup 1/ |a,|

n—aoo

Potom dany rad konverguje absolutne pre |x| < R a
diverguje pre |z| > R, kde

r 1
-, ak 0 < g < +o0,
n— q
= 9 +o00, akqg=0,
L 0, ak ¢ = +00

sa vola polomer konvergencie.
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Dokaz. Nech x je redlne ¢islo. Potom

r = lim sup W = |z|limsup V/[a,| = |z|q

n—aoo n—aoo

Ak ¢ =0, potom r = 0 a dany rad konverguje pre vSetky realne x.

Ak g = 400, potom pre x # 0 mame r = +00, teda dany rad diverguje
pre = # 0.

Ak 0 < g < 400, potom
dany rad konverguje, ak |z|q < 1;
dany rad diverguje, ak |z|q > 1.
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VETA O ROVNOMERNEJ KONVERGENCII

o

Nech > a,x™ je mocninovy rad s polomerom konvergencie R > 0.
n=0

Ak 0 < K < R, potom dany rad konverguje rovnomerne na intervale

(—K, K).

@)

Doékaz. Ak z € (—K, K), potom |a,z"| < |a,|K™. Pritom ) |a,|K"
n=0

je konvergentny ¢iselny rad (podla predoslej vety), teda Weierstrassov

M-test dava rovnomernu konvegenciu.

©@) @)
Akrad > a, konverguje, potomrad > a,x" konverguje rovnomerne
n=0 n=0
na intervale (0, 1) a plati

oo e

lim a,x'" = E an,
r—1—
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TAYLOROV RAD (1715)

Nech je dand funkcia f, ktord m& na intervale J = (a — d,a + 0)
derivacie vsetkych rddov. Podl'a Taylorovej vety pre kazdé x € J plati

f(z) = Th(z) + Ru(z)

kde

"(a "(a (") (g
1,) = 1)+ a4 H oy Ly
) 6D

pricom &, lezi medzi ¢islami a a .
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Taylorov rad je mocninovy rad, ktorého c¢iastocné sucty su Taylorove
polynémy. Funkcia f je si¢tom svojho Taylorovho radu prave vtedy, ked’

lim R, (x) =0 pre kazdé x € J.

n—oo

Ak st vSetky derivacie funkcie f rovnomerne ohranicené, t. j. ak pre
kazdé n prirodzené a pre kazdé x € J plati

‘f(”) (w)‘ < K, kde K je kostanta,
potom funkcia f je suctom svojho Taylorovho radu.

BORELOVA VETA (1895)

Kazdy mocninovy rad je Taylorovym radom.
Kratky dokaz je v.Amer. Math. Monthly (1981).
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x—]_ X ZC2 ZCB
. _ZC ZCB ZCS ZC7
ZC2 .CU4 ZU6
cosx:1—§+4!—6!+..., r € (—o00,+00)
, +1 :1:3+13x5Jr € (—1,1)
arcsimnxTr = x — - — — s = — T —
2 3 2 4 5 ’ ’
ZCQ 1133 .CU4
In(1 =T — — —1.1

(1+z) =1+ (D:wr (;>x2+ <g>x3+ z € (~1,1)

kde r je 'ubovolné realne ¢islo (binomicky rad).
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sin(sinz) —zv1—22 1 1 19

li — 4 - ="
I 5 1079~ 90
( ) ) Sin333+sin533+
Sin(sin = S1n — L
o YT 6 120
x3 0 1 x3 3 20
T % T ‘6‘(“?‘?* )*m* -
X _+_£E5 _%
= r — — —
3 10
2 4 5
e p(l—ai=g(1-2 -2 ot T
x? =z(l —z%) 33( 3 9+ T 9+
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