ULOHY O POSTUPNOSTIACH

Téato zbierka rieSenych tuloh bola vytvorend v roku 1997 pre Studentov prvého
ro¢nika uditelského studia PF UPJS v Kosiciach ako pomocny material na cvicenia
z predmetu Matematickd analyza. RieSenia vsetkych tuloh st zostavené tak, aby ich
bolo mozné pouzit pred zavedenim derivicie. Ulohy, ktoré obsahuje, sa roztrisene
vyskytuju v réznych uéebniciach.

prof. RNDr. Jozef Dobos, CSc.
http://www.jozefdobos.sk

1. Dokdzte ohranicenost postupnosti {a,}°2 ;, kde

n
an = —.

2TL

Riesenie. Indukciou sa ukaze, ze 2™ > n. Teda

n
0< =<1
2?’7,

2. Dokdzte ohranicenost postupnosti {a,}52 1, kde

2"L
ap = —.
n!

n

. . 2
Riesenie. 0 < - < 2.
n!

3. Dokdzte ohranidenost postupnosti {a, 52, kde

an = /n2+ (n—1)-sinn — n.

Riesenie.
(n—1)-|sinn| n—1 1
V2 +(n—1)-sinn+n~ 2n—-1 "2

Typeset by ApS-TEX
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4. Dokazte, Ze pre kaZdé n € N, n > 2, plati

RieSenie. (Pre n = 1 plati rovnost.) Pre kazdé n € N, n > 2, méme

(o) = ) () o G (8) e ()

B nn—1) 1 nnh-1)Hn-2) 1 1
B TR 3! n3 T
1 nn=1) 1 nn-1)(n-2) 1 nl
=141 [ S — [ YA S — — . =
* +2! n? 3! n3 n! nn»
1 n—-1 1 n—-1 n-2 1 nn—-1)---2-
=141+ = . . il
* +2! 3 n n n! n"
[ —
<1 <1 <1 <1
141 1 1 1 1 1 1<
<1+ +§+§+I+a+a+"'+a_
S (I (NRNE I S SR P S
- 1-2 2-3 34 45 5-6 (n—1)-n
PR S SIS AU U S WS NS L U (I S
B 1 2 2 3 3 4 n—1 n

1 1 1 1 1 1 1 1
=1+1+-— + — + — + -+ - ==
1 nt1 n

1
=3-—
n

5. Dokdzte, Ze postupnost {a,}52;, kde
an = (14 (=1)")-n

nie je ohranicend.

Riesenie. Nech n € N. Potom as,, = 4n > n.
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6. Dokdzte, Ze postupnost {a,}>2 ,, kde
ap = n(_l)n,

nie je ohranicend.

Riesenie. Nech n € N. Potom ag,, = 2n > n.

7. Dokazte, Ze postupnost {an}5,, kde
an = 2n.(71)”’

nie je ohranicend.

Riesenie. Nech n € N. Potom ag,, = 22" = 4" > n.

8. Dokdzte, Ze postupnost {a,}52;, kde

1 n+1
an = (1 + > ,
n

je klesajica.

Riesenie. Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom® dostavame

n+\2/1.<1_ 1 >"+1< 1+(n+1)-<1_%+1)

Y

n+1 n -+ 2
1 n+1 1 n+2
(H) ><1+ ) .
n n+1

9. Dokdzte, Ze postupnost {an 52, kde

( 1>n
Ap = 14— )
n

je rastica.

INech z; > 0,i=1,2,...,n. Potom

(a1 w2t an).

Sl

Yz -z2- 20 <

Pritom rovnost nastava iba v pripade, Ze vSetky x; st rovnaké.
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Riesenie. Z nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dostéavame

n+1 1 (

JOZEF DOBOS

1
14 =
n

) <

1+n-(141)

n+1

)

)n+1

1\" 1
Q+)<(H-
n n—+1

10. Dokazte, Ze postupnost {an}52 4, kde

ap = {L/ﬁa

je klesajica.

n
Riesenie. Pretoze podla tlohy ¢. 4 pre vSetky n > 3 plati (1 + ) < 3 < n,
n

mame .
1 n(n+1)
a + 1) 1 " \""*
v _ (1) :<.(1+)> <1
A nw n n
——
<n
—_————
<1

11. Dokdzte, Ze postupnost {a,}>2,, kde

an =log, (n + 1),

je klesagica.

Riesenie.
n+1

<1
Inn-[In(n+2)+Inn—2-In(n+1)] < [In(n + 1) — Inn)?
Inn-In(n +2) < In*(n + 1)
In(n+2) In(n+1)
In(n +1) Inn

n

Ap+1 =

12. Dokdzte, Ze postupnost {a,}>2 ;, kde

1 1\"
Qn = 14— )1+~ 5
2n n

je klesajica.
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Riesenie. TLahko sa overi, Ze plati

an 241 (0 1 et
ant1 2n+3 n(n+2) )

PretoZe podla binomickej vety pre kazdé x > 0 a pre kazdé n € N, n > 2, plati

(1—}—:5)"21—1—(?).35—&-(3) 22,

mame

an, >2n+1 n+1 n+1
any1  2n+3 n(n+2)  2n(n+2)>?

_4An® 422103 + 40n% 4 25n + 5
T 4nt + 2203 4+ 40n2 + 24n

13. Dokdzte, Ze postupnost {a,}22 ,, kde

1 1\"
n — 1 11 - )
“ < +2n+1> ( +n>

je rastica.

Riesenie. Tahko sa overi, Ze plati

np1  (n+2)2n+1) (1_(1)2>n+1-

an  n(2n+3) n+1

Indukciou mozno overit, ze pre kazdé x € (—1;0) a pre kazdé n € N, n > 3, plati
n n n
1 n 2 1 . . 2 . 3.
(1+2z) +(1) x+<2> T +(3> T
Potom

ant+1 . (M+2)(2n+1) 1 n n(n—1)
a: > n(2n + 3) .<1n+1+2(n+1)36(n+1)5>

1208 4 78n° + 210n* + 30103 + 24302 + 108n + 20 o1
T 12n6 4 78n5 4 2100 + 30013 + 240n2 + 102n + 18 )

Predosla nerovnost plati aj pre n = 1.

14. Vypocitagte
lim ¢",
n—oo

kde 0 < |g| < 1.
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Riesenie 1. Ukazeme, Ze tato limita sa rovnd nule. Nech € > 0. Podla Archimedovej
vlastnosti existuje m € N také, ze

< ()

- < | — .

e \ldl

lg" = 0| =[q|" <e.

Potom pre kazdé n > m plati

Tym sme ukazali, ze lim ¢" = 0.
n—oo

Riesenie 2. Polozme? a,, = |q|". Postupnost {a, }°; je klesajica a zdola ohranice-

na, teda mé limitu. Oznac¢me ju symbolom ¢. Potom

ant1 = lq| - an = lim apy1 =gl lim a, = £=|q|- £ =£=0.
n—oo n—oo

15. Vypocitagte
lim ¢".

n—oo

RieSenie. Pripad 0 < |¢q| < 1 je vyrieSeny v tlohe ¢. 14. V pripade |g| > 1 staci
pouzit nasledujtce tvrdenie:

Ak {an}o2 je postupnost kladnych (zdporngch) &isel, ktorej limita je rovnd nule,

. 1 . 1
potom lim — =400 | lim — = —00 | .

n—00 (A, Nn—00 (p,

Ostatné pripady su trivialne.

Odpoved.
0 ak [¢| < 1
ak g=1
400 akg>1
kg<-—1
lim qn _ lim q2n _ +00 aK q
n—oo n— 00 1 ak q= -1

neexistuje ak ¢ < —1

lim q

n—oo

g1 J —© ak g < -1
Sl -1 akg=-1

16. Vypocitajte
lim n-q",
n—oo

kde 0 < |¢| < 1.

2Pre lubovolnt postupnost {b, }2; zrejme plati: lim b, =0< lim |b,| = 0.
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Riesenie. UkaZzeme, Ze tato limita sa rovna nule. Polozme a,, = n-|q|™. Nech ng € N

1 |q| | < ng. Potom pre vSetky n > ng plati
— 19

je také, ze

1
0<an+1:an~<1+>-|q|<an,
n

teda postupnost {a,};>, je zdola ohraniCend a klesajica. Oznacme jej limitu

symbolom /. Potom plati
t=1{-|q| ={=0.

17. Vypocitajte
nk

kde ke N, a € R, a > 1.

Riesenie. Ukazeme, ze tato limita sa rovné nule. Polozme

nk

anza—n.

< ng. Potom pre vSetky n > ng plati

1
Nech ng € N je také, ze W

1\* 1
0<an+1:an-(1+> = < Q.
n a

Teda postupnost {a,};Z, je zdola ohraniend a klesajica. Oznacme jej limitu

symbolom /. Potom

(=0 1s0o0
a

18. Vypocitajte
271

19. Vypocitajte

n—oo
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Riesenie 1. Ukédzeme, ze kazdé n € N, n > 2, plati

2
1< %<1+\/;

Skutoéne, pre n € N, n > 2, podla binomickej vety mame

(i) = OV 6) 2o () =2 () 2o

Teda lim {/n=1.

n—oo

Riesenie 2. Ukéazeme, Ze pre kazdé n € N, n > 1, plati

o

Skutoc¢ne, pre n € N, n > 1, podla binomickej vety mame

R0 A E oo e

Riesenie 8. Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom pre
n > 1 plati

1< {‘/ﬁ<(1+

n—2 clenov

—N—
n 1+14---4+1 2 2 2
1< Q/ﬁ: 1”*2-\/ﬁ.\/ﬁ< it +n +\/E+\/ﬁ:1—n+\/ﬁ<l+\/ﬁa

teda pre kazdé n € N, n > 1, mame

2
1< ¥Yn<l4+—= lim ¥Yn=1.
n n—oo

7

Riesenie 4. Ukazeme, ze pre kazdé n € N, n > 3, plati
1
v

Skutoéne, pre n € N, n > 4, podla binomickej vety plati

o) =) e )30

K dokonceniu riesenia tlohy staéi overit, Ze pre vSetky n € N, n > 4, plati

() () ar (8) s

1< {m<1+
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Presvedcia nas o tom nasledujtce ekvivalentné tpravy:

(1) e () ()
VS UL RS

(n+1)(n+2)>n+1
6-/n - 27

1
Presvedcte sa o tom, %e nerovnost {/n < 1+ —= plati aj pre n € {1,2,3}.
n

7

Riesenie 5. Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom pre
n > 4 plati
n—4 clenov
/—,\— \/ﬁ
2

2 THl4- 4142424+ X4
. Jn 1
Un= {fim-a02. (V) < —14 .

20. Vypocitajte

Riesenie.

21. Vypocitajte

Riesenie. Indukciou sa overi, ze

teda

22. Vypocitajte
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Riesenie. Vychadzame zo skutocnosti, ze

1 n 1 n+1
<1+> <e<<1+> , neN.
n n

Indukciou sa overi, Ze

en—l n"
<47<w*,n=z&a
n n.
Odtial
e n

23. Vypocitajte

Riesenie 1. Ukéazeme, Ze tato limita sa rovna nule. PoloZzme a,, = —-. Potom
n

Qnp

0<any1= 7 < Un,

(1+3)

teda dand postupnost je zdola ohrani¢ené a klesajica. Oznac¢me jej limitu symbolom
£. Potom

€:€j€=0
e

Riesenie 2. 7 nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom dosta-
vame

n n 1+2+--- 1
Ynl= 123 necttodn ntl
n 2
n! < nt 1"
! —)

! 1\" 1
0< = O+>-.
nm n 2n

|
Teda lim —= =0

n—oo N

24. Vypocitajte
. log,n
lim —%—,

n—oo n

kde a € R, a > 1.
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Riesenie. Ukazeme, Ze tato limita sa rovna nule. Nech € > 0. Nech k£ € N je také,

1
Ze plati — < k. Pretoze
€

existuje ng € N také, ze pre kazdé n > ng plati
k
n

0<— <1
a’l’l

Nech n € N, n > ng. Potom n* < a”, teda k - log, n < n, t.j.

log, n __log,n 1

< -<e.
k

_0‘
n n

25. Vypocitajte
lim log,, 2.
n—oo

Riesenie. Zrejme pre kazdé n € N, n > 2, plati

In2
an =log, 2 = n

n—oo

ng = 2*. Nech n € N, n > ng. Potom

Ukézeme, 7e lim a, = 0. Nech ¢ > 0. Zvolme k € N také, ze % < k. Polozme

1
n—0=a, <= <e.
la |a_k €

26. Vypocitajte

Riesenie. Pretoze podla tlohy ¢. 13 a podla tlohy ¢. 12 plati

1 1\" 1 1\"
I+ —— ) (1+=) <e<(l+_ -] (14+—]),
2n+1 n 2n n
" (14 1) < P L P O
2n +1 n e n 2 n) -’

Odtial vyplyva, zZe plati

mame
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27. Vypocitajte limitu postupnosti danej rekurentne

Gp—1

a1 =1, a,=—"—"".
1 n 24’an—1

Riesenie. Indukciou sa overi, Ze a,, > 0 pre vSetky n € N. Potom

Ap41 1
= <l=a < Q.
an 2+ap ntl "

Teda dané postupnost je zdola ohranicend a klesajtca. Ozna¢me jej limitu symbo-
lom /. Potom

¢
1= oo
5r0 =0

28. Vypocitajte limitu postupnosti danej rekurentne

a1 =a>0, apt1 =+vVa+an.

Riesenie. Indukciou sa overi, ze

1++v4a+1
5 .

0<ap <apy1 <

Teda postupnost {a,}52, je rastica a zhora ohrani¢end. Oznacme jej limitu sym-
bolom ¢. Potom
1+ 4 1
(=VaFi=r=-tY 000

29. Postupnost {a,}22 ; je definovand vztahmiay =1, n-apy1 = (n+1) - ay,
n € N. Ndjdite
a1+a2+...+an

lim 3

n— oo n

Riesenie. a, =n, lim =—.
n—o0 n2 2

30. Vypocitajte
. V/n2?-sinn!
lim ——

n— oo n—%l

Riesenie. Ukazeme, Ze tato limita sa rovna nule. Pretoze

—1 <sinn! <1,
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plati
v/n2 < v/n? - sinn! - vn?2
n+1~- n+1 n+1
Pritom
3/ 5 3/1
lim L lim —

13

31. Vypocitajte

lim /2" 4 57,

n—oo

Riesenie.

5=30+5"< Y/2" +57 < /5r 57 =52 = lim /2" + 5" = 5.

32. Vypocitajte

lim v/n34+n+1.

n—oo

Riesenze.

1< Vn34+n+1<V3nd=3-(Yn)P= lim Vnd+n+1=1

n—oo

33. Vypocitajte

lim /17 +27 + 37 4 .- + n7.

n—oo

Riesenie.

1< {1/17T_A'_27T_A'_+n71'§ C/nn”:(%)l—i_ﬂ'@ hm {71”+2”++n”=1

n—o0

34. Vypocitajte

1 1 1
lim + - o e
"—’00(\:’/n3+1 Vn3 +2 In3+n

)

Riesenie. pre n > 2 plati

n 1 1 1

n

< - + ot S <
n3+n Im3+1  n3+2 In3+n

Vn3 +1
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= lim

n—oo

1 1 1
+ ot ——— | =1
<%3+1 Vn? 42 \3/n3+n>

35. Vypocitajte

_1:3-5---(2n—1)
lim
n—oo  2:4-6---(2n)
Riesenie. Polozme
1:3-5---(2n—1)
T T 46 (2n)
Potom
, 12.32.52...2n-1)%2 1-3 3.5 (2n—1)-(2n+1) 1 1
a2 = - 2 e . <
nT 224262 (2n)2 2 42 (2n)2 m+1  2n+1
teda
1
0<ap < —— = lim a, =0.
V2n+1 n—oo
36. Vypocitajte
1 2 3 —1)1!
lim ———+——~-+( ) n
n—ooln Mmoon n
L (s T PRV | .
Riesenie. UkaZeme, ze tato limita sa rovna ¢islu 3 PoloZzme
Sp=1-2+3— -+ (=1)"1.n.
Potom s = (1 —2)+(3—4)+- -+ (2k — 1) — 2k) = —k. Teda -2 = = Po-
—_——— ~— —_—— 2]€ 2
=1 -1 =—1
S2k+1 k+1
dob = 2k+1) = -k+2k+1=k+ 1. Ted = .
obne sopi1 = Sor + (2k + 1) + 2k + + ea2k+1 1
Potom
. S2k+1
37. Vypoditajte limitu postupnosti {a,}32 1, ak
1111 1
=gttty oy
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Riesenie. Postupnost {a,}°; je zrejme rasttica. Ukdzeme, Ze je zhora ohrani¢ena.
Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Nech & je prirodzené ¢islo, k > n. Potom plati

PR R Ca W A AR T I R L DU I
k 1) k 2/ k2 3/ k3 n) kn
1 1 1 1 2
_1+1+2!.(1_k)+3!.(1_k)(1_k)+...
1 1 2 n
"*m'(lk)<1k>“'(1k)~
Potom

cim (1) s (1 oD 2 o (12
R k) = koo 21 k)T 3l k k

1 1 2 n 11 1
--.+n!~<1—k>(1—k)--.(1—k))_1+1+2!+3!+---+n!_an.

PretoZe postupnost {a,}°°; je rastica, pre kazdé n € N plati a,, < e. Pretoze pre
kazdé prirodzené ¢islo 7, 1 < ¢ < n, plati

n n'
) < =,
1 7!
1\" n 1 n 1 1
1+ — =1+ =+ S e+ — < an.
n 1 n 2 n nm

mame

Teda

n—oo

1 n
<1+> <ap, <e= lim a, =e.
n

38. Vypocitajte

i 22 -1 33-1 43-1 n3—1
lm . . PRI .
n—oo 23+1 33+1 43+1 ’I’L3+1

22 -1 32 -1 43-1 n®—1

Riesenie. Poloimean:23+1.33+1.43+1...n3+1

. Potom

n?+n+1
n(n+1)

Ay =

1-7 2-13 3-21 4-31 (n—-1)-(n®*+n+1)
4 .

2
7 513 6-21 (n+1)-(n2—1+1) 3

3

w

= lim a, = 3

n—oo

39. Vypocitajte
lim Sil’l(ﬂ" n2—|—1).

n—oo
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Riesenie.

40. Vypocitajte

Riesenze.

? (x- Vo 4 ) = sin? (m - V/n? - )_-z<m>
sin” |7 n“+n sin” | 7 n“+n—nm sin
( vnZ4+n+n
= lim sin2(7r-\/n2+n):1.

n—oo

41. Vypocitagte

lim sin? <7r~ Vn? 4 2n) .

n—oo

Riesenie.

2mn
sin“ (7-vn +2n)—sm (71'-\/71 +2n—mr) = sin ()
( vnZ4+2n+n
= lim sin® (7r~ \/n2+2n) =0.

n— oo

42. Vypocitajte
lim n -sin(27nle).
n—oo

Riesenie. Polozme
1

1 1 1 1 3 | N
a+ﬁ+i+§+'”+ﬁ’ an =(e—xzy)-nl, nel

Tp =
Nech n je prirodzené ¢islo. Potom
nl-e= nl-x, + ap,
——

€7

teda
sin(2mnle) = sin(2nnlz, + 27a,) = sin(2ra,),
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odkial
(1) sin(27nle) = sin(27may,).

Teraz ukdzeme, ze plati

1 1
2 <ap < —
2) n+1 ¢ n
Nech k je prirodzené cislo. Pretoze
! + : +oF ! <
n+1l (n+1)(n+2) m+1)(n+2)...(n+k)
—_——
<@z <TInF
k
1— (L
- 1 . 1 I 1 1 <n+1) B
n+1 (n+1)2 (n+1F n4+1 1—% -
1 [ ( 1 )’“ 1
=—.|1- <=,
n n+1 n
—_— ——
<1
plati
1 n 1 T 1 < 1
(n+1)!  (n+2)! (n+k)! " n-nl’
teda
PN SR S <@+
Tptk =T el = <
mEETE T  I  (nt 2)! (n+k)p =" n!’
éize
n < Tp NN E
Tk ST +n-n!
Polozme
Yn = Tn + |
n-n!

pre kazdé n € N. Lahko sa overi, Ze postupnost {y,}>2; je klesajica. Potom

e= lim z,41 < Yn-
k—oo

Pocitajme
1 pr—
1'7L+m—$n+1<€<l'n+n.n!,
——<e— Ty < ——,
(n+1)! T IS Tl
1 1

<(e—z,) nl< —.
n+1 Sﬁf)_/ n

=an

17
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Tym sme dokazali, ze (2) plati. Odtial vyplyva, Ze

(3) lim a, =0.

n—oo

Podla (2) méme

<n-a, <1,
n+1
teda
(4) lim n-a, =1.

Potom podTla (1) a (4) plati

in(2man) .
lim n-sin(27nle) = lim n-sin(27a,) = 27 - lim sin(2ran) lim n-a, = 27.

n— o0 n— o0 n— o0 T Qg n— o0

=1 =1

48. Dokdzte, Ze cislo e je iraciondlne.

. v . . v m 7 . 7 w7
Riesenie. Sporom. Predpokladajme, ze e = —, kde m a n st prirodzené ¢isla.
n

PoloZzme
1 1 1 1
xn—a'f'ﬂ-f—a-‘r"'-f—a.

V predoslej ulohe bolo ukazané, ze plati

1
T, <e< T, +——
n

t.j.
m 1
Ty < — <@y + —,
n n-n!
odkial
m
T,on! < —-nl <x,-nl+—,
n n
eN N——
eN
¢o je spor.

44. Vypocitajte
lim sin [(2 + \/g)n 'W} .

n—oo

Riesenie. Ukéazeme, Ze tato limita sa rovna nule. Polozme a,, = (2++/3)"-7. Potom
existuju A,, B, € N také, ze

an:(An+Bn-\/§)-7r.
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Polozme

On=(@2—-V3)" 7= (A — Bn-V3) .

Potom plati a,, + 3, = 24,7, teda o, = 24,7 — 3,, odkial sina,, = —sinf3,.
Postupnost {3,}5%, je geometricka s kvocientom ¢ = 2 — /3, 0 < ¢ < 1. Teda
lim 3, =0, odkial

lim sina, = — lim G, =0.

n—oo n—oo

45. Pre kazdé n € N st a,, a b, celé ¢isla, definované rovnostou
(1 + \/g)n = ap, + bn N \/§~

Vypocitajte
. QA
lim —.

n—oo n

Riedenie. Stadi si v8imnit, ze plati (1 — \/5)" =a, — b, - V3. Potom

n n _L n_ — n
(1 + VB + (1 —V3)", b”_2\/§ [(1+V3)" — (1 —V3)"].

Qp =

N |

Teda lim Z—n = 3.

n—oo n

46. Ndjdite vietky limitné hodnoty postupnosti {a,}>2 ,, ak

an = (-1)" - n.

Riesenie.

klim Qo = klim 2k = +o0, klim a2k4+1 = klim (=2k —1) = —o0.

Odpoved. —oo; +oo.

47. Najdite vetky limitné hodnoty postupnosti {a,}52 ¢, ak

an = (—1)"7*. (2 + z) .

Riesenie.

. . 3\
klingo @2k = k:h~>n;o <_2 - Qk) =2
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3
lim ags; = lim (24 —>— ) =2
hoo 21 klnolo< +2k+1>

Odpoved. —2; 2.

48. Ndjdite vietky limitné hodnoty postupnosti {a,}22 ,, ak

GV Vi
n n 2 .

Riesenie.
li =l L +1)=1
iy = Jim (G 1) =1
li li 1 +0 0
im = lim [ — =0.
k—oo 42k+1 k—oo 2k +1
Odpoved. 0; 1.

49. Ndjdite vietky limitné hodnoty postupnosti {a,}>2 ,, ak

an = Y1+ 20D,

Riesenie. Pretoze

age = R/1422%, 2 <ag, <2-2%,

plati lim aop = 2. Pretoze
k—oo

/ 1 1
2k+1 [ —
a2k+1 = 1 + W, ]. < a2k+1 < 22k+17

plati lim agx41 = 1.
k—o0

Odpoved. 1; 2.

50. Ndjdite vsetky limitné hodnoty postupnosti {a,}° ,, ak

n—1 2mn
- COS ——.
n+1 3

ap =

Riesenie.

lim az; = lim Sk—1_
k—oo 3k_k—>oo3k+1 B
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i I 3k 1 1
im aggy; = lim ——— - [ —= | = —=
k—o00 A3k+1 k—oo 3k + 2 2 2’

. o Bkl 1 1
im = lim =2 ) ===
fono 432 = U 3 3 2 2

1
Odpoved. — X 1.

21

51. Ndjdite vsetky limitné hodnoty postupnosti {a, 5, ak

n 27N
ay = cos’ ——.

3

Riesenie.
lim ag, = lim cos® 2kr =1,
k—oo k—oo
3k+1
li =1 —= =0
forng 18R T < 2> ’
1)\ 3k+2
1' = 1' — = == 0.
hno 3R F2 = ( 2)
Odpoved. 0; 1.

52. Ndjdite vsetky limitné hodnoty postupnosti {a, 5, ak

anzl—&—L-cos@.
n+1 2
Riesenie.
klirrgo Aap = klirgo (1 + 4k4—]|€— 1 cosO) =2,
s g (1085 )
- g (14352 ) o
klgrolo A4k+3 = klggo (1 + i:ji cos 3;) =1.

Odpoved. 0; 1; 2.

53. Ndjdite vsetky limitné hodnoty postupnosti {a,};, ak

. ™
an:1+n~sm7.
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Riesenie.
klim Qg = klim (14 4k -sin0) =1,
allowdisplaybreak klirn 4k+1 = hm + (4k + 1) - sin g) = +o00,

klirn Ggfr2 = hm (14 (4k +2) - sinm) = 1,

3
klirn G413 = lim (1 + (4k + 3) - sin ;) = —00.

k—oo

Odpoved. —oc; 1; +00.

54. Ndjdite vsetky limitné hodnoty postupnosti {a,},, ak

an=1+2-(-1)"" +3. (1)),

Riesenie. asr, =2, aap+1 =06, aap42 =—4, aapy3=0.

Odpoved. —4; 0; 2; 6.

55. Ndjdite vsetky limitné hodnoty postupnosti {an}S>,, ak

a, = n sin? m
" n+1 4
Riesenie.
4k
A ag = lim 2 sin” 0 =0,

1m a. = 111m ST — = —
fmroo R e Ak + 2 4 2

. . 4]€ + 2 . 9T
A agkgo = im o esin® o =1,

1im = 1m S-St — = —.
frn, 4R+ = U0 Uk 1 42

1
Odpoved. 0; X 1

56. Ndjdite vsetky limitné hodnoty postupnosti {a,} 1, ak

1 n
an—<1+n> (=" +sm%n
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Riesenie.

B

li =1
kingo gk k:ioo (
klim agk+1 = lim (
klim agi+2 = lim ( — =

1 8k+3 \/5 \@
li =1 —(1+—— — | =- —
o 3k kinéo< ( +8k+3> T3 ‘o
lim aggyq = lim (
k—oo

lim agiys = lim
k—o0

lim agiy6 = lim
k—o0

|
?

lim agr7 =
k—oo

Odpoved. —e —

2 2
%; —e+£;e—1;e;e+1.

57. Definujme postupnost {a,}22 vztahom

an =vn—[vn], neN

(kde symbolom [x] oznadujeme celi ¢ast redlneho ¢isla x). Dokdzte, Ze pre
kazdé o € [0,1] existuje podpostupnost {an, }7°>, postupnosti {a,}re, takd,
Ze plati

lim a,, = a.
k—oo

Riesenie. PoloZzme
ng =k?+2-[ak], k€N,

Najskor ukazeme, ze [‘ /nk] = k. Skutocne,

B> <k?+2 [ak] <k*+2 ak <Kk +2k<k*+2k+1=(k+1)2
N——
>0

teda
E<Vk%2+2- [ak]<k+1.
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Potom
Any, :\/7Tk_[\/77k] = Vk2+2'[ak}_k’

teda
k*+2- [ak] — k2 2 - [ak] < 20k

= == =«
POVEE 2 ok +k JE2H2-[ok]+k T VE2+k

427
Dalej plati

ak < [ak] +1
20k < 2 [ak] + 2
k* +2ak < k* +2 - [ak] + 2
k% 420k — 2 < k® 42 - [ok]
VE2+2ak —2 < \/k2+2-[ak], (k>1)
VEZ2+20k -2 -k <\Kk?2+2 [ak] — k= anp,
k2 4+ 20k — 2 — k2
< Gy, -
k2 + 20k —2+k

Teda
20k — 2

VE2+ 20k —2+k

odkial vyplyva, ze lim a,, = a.
k—o0

< ap, <a,

58. Dokazte, Ze postupnost {an 2, kde

a, = sinn,

diverguge.

Riesenie. Sporom. Predpokladajme, ze dana postupnost konverguje k ¢islu £. Po-
tom lim sin(n 4 2) = ¢, odkial

n— o0

lim (sin(n + 2) —sinn) = 0.

n—oo
Pretoze sin(n +2) —sinn =2 -sin1 - cos(n + 1), méme

(1) lim cos(n+1) =0.

n— oo

PretoZe cos(n + 1) = cosn - cos1 — sinn - sin 1, mame

sinn =

. cos1 — 1
o (cosn - cos1 — cos(n + 1)),

teda

(2) lim sinn = 0.

n—oo
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Ale vztahy (1) a (2) st v spore s rovnostou sin?n + cos> n = 1. Tym sme dokézali,
Ze dané postupnost nemé limitu.

59. Uvedte priklad ohranicenej postupnosti {a,}52 1, pre ktord plati

lim (ap+1 — an) =0,

n—oo

ale ktora nema limitu.

Riesenie. Postupnost {a,}° ;, kde a,, = sin\/n, mé4 divergentnt podpostupnost
{an, 132, kde ng = k2. Pretoze

lans1 — an| = |sinyvn + 1 —siny/n| =

/ 1 V/ _
= 2. |cos n+2+\/ﬁ.‘sm n—|—2 vn <

1
2-(Vnt+1+yn)

< 2-sin

plati
lim (ap41 —an) =0.

n—oo

60. Uvedte priklad ohranidenej postupnosti kladngch éisel {a,}22 ,, pre ktord
plati

. Gn41
lim —2*

n—oo an

:1’

ale ktord memd limitu.

Riesenie. Polozme
a, =2 +sinv/n, neN.

Ukézeme, Ze plati
Ap+41

lim =1.
n—oo an

Skutocne,

—1| <|sinvVn+1—siny/n|.

An+1 1l 2+sinyn+1
an 2 +sin+/n

K dokonceniu rieSenia sa staci odvolat na rieSenie tlohy ¢. 59.

61. Polozme
a, =an—Jan], neN,

kde o je dané€ iraciondlne ¢islo. (Symbol [x] oznacuje celi ¢ast redlneho
Cisla x.) Ukazte, Ze v kaZdom intervale I C (0,1) sa nachddzaji cleny
postupnosti {a,}52 ;.
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Riegenie. Nie je tazké overit (sporom), ze postupnost {a, }5°; je prosta a ze vietky
jej Cleny st iraciondlne &isla. Nech I = (¢,d), kde 0 < ¢ < d < 1. Polozme a =
d—c¢>0.Nech m € N je také, ze = < a.

Ukazeme, Ze existuju r,s € {1,2,....,m+ 1}, r < s, také, Ze plati

las — ar| < —.
m
Pretoze vsetky a,, s iracionalne, kazdé z nich lezi v niektorom z intervalov

1 1 2 2 3 -1
I1:(07)7]2:(1)7-[3:<7>7"'7Im:(m7m>'
m m m m m m m

Podla Dirichletovho principu m + 1 bodov mozno rozdelit do m intervalov len tak,
7e v niektorom z nich st aspoii dva body. Oznac¢me ich a,, as. Potom ich vzdialenost
je mengia ako dlzka tohto intervalu, t.j.

las —ar| < —.
m

Potom 1
las — [as] — ar + [ar]| < -
t.j.
1
(1) la(s —r) = ([as] = [ar]) | < —.
€z "

Teraz ukazeme, ze existuje n € N s vlastnostou

1
2 0 — —.
(2) <an-—[an] < -
PretozZe
[as] < as < [as] + 1,
[ar] < ar < [ar] +1,
plati
[as] —[ar] =1 < as — ar < [as] — [ar] + 1,
—_——— —_————
ez ez

teda méme dve moZnosti

1) [a(s —7)]
2) [as —7)]

[as] — [ar],

[as] — [ar] — 1.

V pripade 1) podla (1) plati

0<a(s—r)—[a(s—r)]<%.
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Teda (2) plati (staci polozit n = s — r). V pripade 2) podla (1) plati

0<1—|—[oz(s—r)]—a(s—r)<%,
odkial )
17E<a(sfr)f[oz(sfr)]<l,
t.j.
(3) 17%<x7[a:]<1,

kde sme polozili = (s — r). Ukdzeme, Ze existuje k € N, k > m, také, Ze

(4) 0 < ka —[kz] < %
Polozme
(5) - [%] e

Najskor ukdzeme, ze plati k > m. (Zrejme k € Z.) Podla (3) plati

1
6 0<1-— —
(6) < x+[z] < —
teda
L >m
1—2z+ [z ’
odkial

1-1 1
—r—>(1l-—) - m=m-1,
1—x+ ] m
¢o déava

k:[llthd+120n—n+1:m.

Tym sme ukézali, Ze k > m. Podla (5) mame

1

(7) k—lgfjgfﬁq<b

Podla (7) a (3) plati

(k71)~(1717+[:17])<17l<k‘(1fx+[x]),

- m

teda

1 1
k‘—l—l—kj-[m]<k—1+k-[az]+x—[x]—1—|—%Skx<k—1+k-[m]+

—_—
>0 podla (3)

9

27
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odkial )
k—1+k~[x}<km<k—1+k~[ﬂc]+%,
—_———
ez

¢o ma za nasledok

ke =k — 1+ k- [z],
1
0 <k — [kx] < —.
m
Tym sme ukazali, ze (4) plati, t.j.
1
0<ka(s—r)—[ka(s—1)] < —

Tym sme ukézali, ze (2) plati. (Staci polozit n = k(s —r).)
Teraz pouzijeme (2) k tomu, aby sme nasli [ € N také, Zze ¢ < a; < d. Nech teda
n € N je také, ze

1
0<an—[an] < —.
m

PoloZzme

Zrejme t € Z, t > 0. Potom

c

t—1< <t

an — [an]
tan —an —t- [an] + [an] < ¢ < tan —t - [an],

c<tan—t-lon]<cH+an—[an]<c+a=c+d—c=d.

<%<a
Teda
O<c<tan—t-[an]<d<1,
t-[an] <tan <t-[an]+1,
——
€z
preto

[tan] =t - [an],

¢ < tan — [atn] < d.

Tym sme ukazali, Ze existuje [ € N také, Ze ¢ < a; < d (staci polozit | = tn).

62. Polozme
ap =logn — [logn], neN.

(Symbol [x] oznacuje celi ¢ast redlneho éisla x.) Ukdzte, Ze v kaZdom
intervale I C (0,1) sa nachddzaji cleny postupnosti {an,}o2 ;.
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Riesenie. UkaZzeme, Ze postupnost {a,}52 ; mé podpostupnost s touto vlastnostou.
Staéi polozit n = 2%, k € N. Potom

log2*F = k - log 2

a tvrdenie vyplyva z tlohy ¢. 61 (pretoZe log?2 je iracionalne ¢islo®).

63. PoloZme
an, =sinn, neN.

Ukdazte, Ze v kazdom intervale I C (—1,1) sa nachddzaji cleny
postupnosti {a,}52 ;.

Riesenie. Nech je dany interval I C (—1,1), I = (a,b). Nech o, 3 € (%, 2F) st také,
ze sina = —a, sin 3 = —b. Potom (§, §> C (0,1), teda existuje také prirodzené ¢islo

n (ako bolo ukdzané vyssie), ze plati
a 3
8'8)"°

n] < f.

3
\
I
m

Potom
a<4dmn—8- [

0|3

Pretoze funkcia sinus je na intervale (7, %”) klesajuca, plati
. . 7T .
—a = sina > sin (4777178- {5 nD > sin 3 = —b.

Potom
a <sink < b,

kde k = 8- [Z - n]. (Symbolom [z] sme oznacovali celi ¢ast redlneho ¢isla x.)

3Dokézeme to sporom: ak log2 = 5, kde p,q € N, potom 2P - 5P = 29, pri¢om lav4 strana je

delitelnd ¢islom 5, ale prava strana nie.



