DopATOK B: EXTREMY

B.1 Lokalne extrémy.
Zacneme Standardnou tlohou z analytickej geometrie:

Priklad B.1. Vypocitajte vzdialenost dvoch mimobeziek. Predpokladajme, ze kaz-
dé z priamok je definovand bodom A a smerovym vektorom s. Napriklad,

Ay = (—4,4,-1), s1 = (2,—1,—2) pre prva priamku, Ay = (—5,5,5),

89 = (4,—3,—5) pre druhi priamku. Lubovolné dva body tychto priamok mozu
byt zapisané ako body tvaru A; + ps; a Ay + ¢so, kde p a ¢ st redlne parametre.
vzdialenost medzi bodmi (—4 + 2p,4 —p,—1 —2p) a (—5+4¢,5 — 3¢, 5 — 5q) modze
byt vypoditana ako

d(p,q) = /(1 +2p—4q)2 + (-1 —p+3¢)%> + (=6 — 2p + 5¢)?.

PrepiSeme tento vyraz do tvaru: d(p,q) = \/(3p — 7q + 5)% + (¢ — 2)2 + 9. Lahko
vidiet, ze d(p, q) > 3 pre kazdé p, ¢ € R. Teda minimum tohto vyrazu je f(3,2) = 3.

Definicia B.2. Nech f je funkcia definovani na mnozine D C R2. Nech
(z0,y0) € D. Hovorime, Ze f ma v bode (xq, yo) lokdlne minimum, ak existuje okolie
bodu (zg,yo) také, ze pre kazdé (z,y) z tohto okolia, leziace v mnoZine D, méme

f(z,y) > f(20,y0)-

Lokéalne maximum je definované podobne.



Dfiniciu ostrého lokdlneho minima dostaneme vyzadovanim ostrej nerovnosti
f(x,y) > f(xo,y0) v predoslej definicii, prirodzene s obmezdenim (z,y) # (xo,yo)-
Ostré lokalne maximum sa definuje podobne.

Veta B.3. Ak f md lokdlny extrém v bode (xo,y0) a ak prvé parcidlne derivdcie
tejto funkcie v tomto bode existuju, potom si rouvné nule.

Dokaz. Predpokladajme, ze f md lokdlny extrém v bode (xg, o). Potom funkcia
f(zo,-) ma lokdlny extrém v bode yo a funkcia f(-,y9) méa lokdlny extrém v bode
. Teda prislusné derivacie tychto funkcii st rovné nule.

B.4. Uvazujme f(z,y) = ax? + 2bxy + cy?. Predpokladajme, ze a # 0. Potom
doplnenim na Stvorec dostavame

2
flay) =a(e+2y)" + 5 (ac—b%) y?
Ak a > 0, ac — b? > 0, potom f(x,y) je sa¢tom dvoch nezédpornych vyrazov. Teda
pre kazdé (z,y) € R? mame f(x,y) > 0, pricom rovnost nastéva prave vtedy, ked
(z,y) = (0,0). To ukazuje, ze funkcia f ma ostré lokdlne minimum v bode (0,0).
Podobne v pripade a < 0, ac — b? > 0 funkcia f m4 ostré lokalne maximum v bode
(0,0).
Teraz predpokladajme, ze a # 0, ac — b?> < 0. Potom f(x,%) je suctom dvoch
vyrazov s opacnymi znamienkami. Pre vhodny vyber éisel  a y sa moze stat, Ze
jeden z nich sa rovna nule a druhy nie. Napriklad

fl@,0)=az®  f(=2y.y) = ; (ac—b*)y?



Zrejme v kazdom okoli bodu (0, 0) lezia body (z,0) a body (—gy, y), pri¢om hod-
noty funkcie f v tychto bodoch st nenulové a maji opatné znamienka (napriklad
prex =y = %) To ukazuje, Ze f nemd extrém v bode (0, 0).

Nakoniec, nech ac —b? < 0 a a = 0. Potom b # 0 a

f (Efx,x) =22 f (lgg)ca:,—x) = —z2.

Teda funkcia f nemd extrém v bode (0,0).

Tym sme ukazali, ze:
1. Ak ac —b®> >0 a a > 0, potom f mé ostré lokalne minimum v (0, 0).
2. Ak ac—b*> >0 a a <0, potom f m4 ostré lokdlne maximum v (0,0).
3. Ak ac —b? < 0, potom f nem4 extrém v bode (0,0).

Poznamenajme, ze existuje vztah medzi koeficientami a, b, ¢ a druhymi parcial-
nymi deriviciami tejto funkcie:

f11(0, 0) = 2(L, f12(0, 0) = 2b, f22(0, 0) = 2c¢.

Na zdklade toho mozeme ocakavat, ze bude platif nasledujtce tvrdenie.

Veta B.5. nech f md spojité parcidlne derivdcie druhého rddu na otvorenej mno-
Zine D. nech (xg,y0) € D je staciondrny bod funkcie f (t.j. bod, v ktorom parcidlne
derivdcie su rouné nule). PoloZme

a= fi1(zo,y0), b= fiz2(xo,y0), ¢= fa2(x0,%0)-



(1) Ak ac —b* >0 a a > 0, potom f md ostré lokdlne minimum v (xg,yo)-
(2) Ak ac —b* > 0 a a <0, potom f md ostré lokdlne mazimum v (zo,%o)-
(3) Ak ac — b* < 0, potom f nemd extrém v bode (x¢,o)-

Dékaz. (1) Zo spojitosti druhych parcidlnych derivacii funkcie f v bode (zg,yo)
dostévame, 7e existuje § > 0 také, ze fi1 > 0 a fi1f22 — f& > 0 pre kazdé
(z,y) € B((x0,%0),0). Potom pre druhy diferencial funkcie f, ktory je definovany
takto:

df?(z,y,dz,dy) = fr1da® + 2fiadady + faody?,

pre kazdé (z,y) € B((xo0,%0),0) a pre kazdé (dz,dy) # (0,0), mame
df?(x,y, dx, dy) > 0.

Skutocne,

df*(z,y, dx, dy) = fun (dfﬂ + @ ) + =S (fi1fo2 — fT) dy?
i Ji
je stctom dvoch kladnych vyrazov.
Nech ($17y1) € B((Zo,yo),é), (xlvyl) 7é (3:07?/0)' Ukéiemea ze
f(x1,91) > f(wo,yo). Polozme g(t) = f(x(t),y(t)), kde z(t) = zo + tdz,
y(t) = yo +tdy, de = 21 — xg, dy = y1 — yo. Okrem toho, (x(t),y(t)) € B((xo,y0),9)

prave vtedy, ked |¢| < §/+/dx? + dy?.



Teda ¢'(t) = f1(z(t),y(t))dz + fo(x(t),y(t))dy. Pretoze (xo,yo) je stacionarny
bod funkcie f, mame ¢’(0) = 0. Dalej

9" (t) = fra(z(t), y(t)uf + 2f12(2(t), y(t))urug + fao (z(t), y(t))us =

=df*(z(t),y(t), dz,dy) > 0.

Pretoze 0/+/dx? 4+ dy? > 1, podla vety 7.43 dostavame

9(1) = 9(0) +9'(0) + 3" (1),

kde 0 < #; < 1. Pretoze ¢'(0) = 0 a ¢’ (¢1) > 0, méme
f(xhyl) - g(l) > g(()) - f(anyO)'

Pripad (2) je podobny.

Nakoniec dokdZeme pripad (3). Najdeme dva jednotkové vektory uw and v také,
Ze derivacie gl (0) a g,/(0) maji opa¢né znamienka a st nenulové, kde
gw(t) = f(xo + twy, yo + tws) a w = (wy,w2) je jednotkovy vektor.

Predpokladajme, ze a = ¢ = 0. Zrejme b # 0. Polozme u = (uy, u3) a
v = (—ui,uz), kde u; = ug = % Potom g/ (0) = b a g./(0) = —b maju pozadované
vlastnosti.



Predpokladjame, ze a # 0. (pripad ¢ # 0 je podobny.) Polozme uw = (1,0) a
v = (v1,v2), kde v; = — Potom

b Vo = a
2102’ 2T Vaztb2
gu(0) =a a gy(0) = (ac— bQ)ﬁ maju pozadované vlastnosti.

Stvorcova matica (Z
ac — b2.

Priklad B.6. Nijdite lokélne extrémy funkcie

b [ , . . . ,
c) sa vola Hessova matica®. Jej determinant je rovny

ar + by + ¢
Vita+y?

Ak a = b = ¢ = 0, funkcia z je konStantni, teda nemd ostré lokalne extrémy.
Predpokladajme, ze (a,b,c) # (0,0,0). Potom

Z9 =

L a(l+ 22 +y?) — x(ax + by +¢) b(1+ 22 +y?) — y(ax + by + ¢)
b (1+ a2 +y2)%/2 ’ (14 22 + y2)3/2 '

Stacionarne body st riesenia ststavy dvoch rovnic
z21=0, 29=0,

LOtto Ludwig Hesse (1811-1874)



¢o dava

a(l+ 2% +y%) = z(ax + by + ¢),
b(1 4 2% + %) = y(ax + by + ¢).

Teda ay(1 + 22 + y?) = bx(1 + 22 + y?), t.j. ay = bx. Po dosadeni do predoslych
rovnic dostavame
cx = a, cy=b.

Ak ¢ = 0, potom funkcia z nemé stacionarne body. Ak ¢ # 0, potom funkcia z méa
stacionarny bod A = (a/c,b/c).
Predpokladajme, Ze ¢ # 0. Potom

_ 172+c2 ab
fa(A) ()| | c(rmen) e(ugen) | el
f12(A) fQQ(A) - ab _ a’®+c? 3/2 :
(1+53+2)>" (1+53+2)>" (1+ %)

Zrejme znamienko druhej parcidlnej derivacie

b? + c?
fuf4) = - (142 + )3/2




je urené znamienkom parametra c. Ak ¢ > 0, funkcia z ma ostré lokdlne maximum
v bode A. Ak ¢ < 0, funkcia z méa ostré lokdlne minimum v bode A.

Ulohy Najdite lokélne extrémy nasledujtcich funkeii:
2z =223 — 3wy + 2% +1

2z =322y +y> — 322 —3y% +2

2=t +y* — 222 + dxy — 292

z=(y —a*)(y — 327)

2= (a2 4 yR)e

z=(14eY)cosx — ye¥

z=x+y+4sinzsiny

z =81 (%%—%) — (2% + 2y + y?)

T

z = (22 — l)ey2 — 222



B.2 Viazané extrémy.

Priklad B.7. Vypocditajte rozmery oken-
ného profilu podla obrazku, ktory je vytvo-
reny z obdlZnika a polkruhu takym spdso-
bom, Z%e pre dany obvod bude mat najvicsi
mozny plosny obsah.
Chceme maximalizovat plosny obsah

A = 2zy + Fa? tak, aby obvod f
P = 2x+2y+mx bol konstantny. Po dosadeni
do A z rovnosti 2y = P — 2z — mx mame y

A= Pz —22% —nx® + gxz.

Doplnenim na stvorec dostavame

p? 4+ P \?
A= — T — .
24+ ) 2 4+ 7
Teda A nadobuda absolitne maximum

2

P
A= _vbodez= .
2a+m " 0T T iy




Definicia B.8. Nech f : D — R, kde D C R2. Nech ¢(z,y) = 0 je podmienka
véizby. Hovorime, Ze f mé v bode (zo,y0) € D viazané mazimum, ak ©(xg,yo) = 0
a ak f(z,y) < f(zxo,yo) pre vietky (x,y) € D splhajice podmienku o(z,y) = 0.
Ak poslednd nerovnost je ostra pre (z,y) # (2o, yo), hovorime, Ze toto maximum je
ostré viazané mazimum.

Definicia viazaného minima je podobna.

Predpokladajme, Ze rovnica ¢(z,y) = 0 sa d4 riesit pre nezndmu y ako funkciu
premennej x, t.j. moézeme povazovat tto troviiova krivku za graf funkcie y = ¢ (x).
Dosadenim tejto funkcie do f(x,y) dostdvame funkciu jednej premennej f(z, ¥ (z))
a potom hladdme jej extrémy.

Priklad B.9. Najdite extrémy funkcie z = zy? vzhladom na podmienku viizby
224+ y2=09.

Z podmienky vizby mame y? = 9 —22. Po dosadeni do z = zy? za 42, dostdvame
2z = 9z — 3. Pretoze 2/ = 9 — 322, 2/ = —62, funkcia z = 9z — 2° nadobuda lokélne
maximum v bode z = v/3 a lokilne minimum v bode z = —/3. To znamena, ze
funkcia z = zy?, vzhladom na podmienku vizby 22 + y?> = 9, nadobtida lokalne
maximé v bodoch A = (\/g, \/6), B = (\/g, ,\/é) a lokalne minima v bodoch
C = (-V3,V6), D = (-V3,-V6).

Pretoze 32 > 0 pre vietky realne &isla y, z podmienky vizby dostdvame
y? =9 —22 >0, éo dava —3 < = < 3. Pretoze pre kazdé z, —3 < z < 0, mame
z = 9z—23 < 0, funkcia z = 92— 2> nadobtida lokalne z = 0 v bode x = —3. Pretoze



pre kazdé z, 0 < x < 3, mdme z = 9z — 2> > 0, funkcia z = 92 — 23 nadobtda
lokadlne minimum v bode x = 3. To znamen4, Ze funkcia z = zy?, vzhladom na
podmienku viizby 22 + 32 = 9, nadobtida lokdlne maximum v bode E = (—3,0) a
lokalne minimum v bode F' = (3,0).

B.2.1 Lagrangeove multiplikatory.

Uvazujme tdroviiové krivky funkcie f a krivku C urcenti rovnicou ¢(x,y) = 0.
Hladanie maxim funkcie f na mnozine v8etkych rieSeni rovnice ¢(z,y) = 0, t.j. na
krivke C, je ekvivalentné s hladanim droviiovej krivky s najvysSou hladinou, ktora
pretina krivku C.

Veta B.10. Nech f: D — R, kde D C R? je otvorend mnoZina. Nech (o, o) je bod
krivky C' uréenej rovnicou p(z,y) = 0, ktord leZi v mnoZine D. Predpokladajme, Ze
funkcia f ziZend na mnoZinu C' md lokdlny extrém v bode (9, yo). Nech f a ¢ maji
spojit€ parcidlne derivdcie v nejakom okoli bodu (zo,yo). Predpokladajme, Ze (xq, yo)
nie je krajng bod krivky C. Nech V(xo,y0) # 0. Potom ezistuje A\g € R také, Ze
(z0, Y0, No) je staciondrny bod Lagrangeovej funkcie L(x,y,\) = f(z,y) + Ap(x, y).

Dékaz. Predpokladajme, Ze 1 (xg,yo) # 0. Podla vety o implicitnej funkcii existuje
otvorené okolie I bodu xg a spojite diferencovatelna funkcia ¢ : I — R takd, Ze
¥(x0) = yo a p(x,9(x)) = 0 pre kazdé x € I. Dalej, podla tej istej vety, pre kazdé

x € I mame
_(,01(.’17/(#(55))

V@) =~ e @)



Potom podla predpokladu funkcia
g9(x) = f(z, ¢ (x))

mé lokélny extrém v bode xo. Odtial vyplyva, Ze jej its derivacia v bode ¢ je rovna
nule, t.j.
g (x0) = fi(zo,¥(20)) + f2(20, ¥ (20))¢ (x0) = 0.

Po dosadeni ¢’ (z() dostavame

o1 (x0,¥(x0))
fi(zo, ¥ (20)) — f2($0,¢($0))¢2(x0,¢(x0)) =0,
t.j.
f1(3307y0) - f2($0>yo)m =0.
Polozme
Ao = — f2(z0, %0) .
©2(Z0,Y0)

Po dosadeni do predoslej nerovnosti dostavame
f1(z0,y0) + Xowi1(zo,y0) = 0
a, po malej uprave, z definicie ¢isla A\g mame
f2(z0,90) + Xow2(z0,90) = 0.
Tym je dékaz ukonceny.



B.2.2 Existencia viazanych extrémov.

Teraz sa budeme zaoberat otézkou existencie a typu viazanych extrémov. Ak v
staciondrnom bode xo plati ¢”"(xg9) < 0, pootm funkcia g ma v bode z( lokélne
maximum.

Pre kazdé x € T mame ¢(x,1(x)) = 0. Teda funkcia jednej premennej

h(z) = p(z,9(2)0, z€l,
sa rovna identicky nule. Teda jej derivacia sa rovna nule, t.j.
W (x) = e1(z, ¥(@)) + p2(z,9(2))¢ (z) = 0.
Pre funkciu
mame
9'(x) = fi(z, (@) + fala, d(2)))' ().

Poktisime sa vyjadrit derivciu ¢’(xz) pomocou parcidlnych derivacii Lagrangeovej
funkcie. Pocitajme

Ll(xvya )‘0) = fl(wvy) + Aowl(x7y)v LQ(xa:%)‘O) = fQ(xvy) + AOSOQ(xvy)'

Odtial
Li(z,¢(x), Ao) = fi(z,¢(2)) + Aopr(z, ¥ (2)),



La(z,9(x), Ao) = fo(x,¥(2)) + Aowa(z, ¥ ().

Teda
Ll(xv ¢(33)7 /\0) + L2(x> w(l‘), /\0)¢/($) =

= fi(z,¥(x)) + Xowr(z, 9 () + (fa(z,¥(2)) + Aoz (z, ¢ (x))) P () =
= fi(z,(x) + fa(z, ¥(2))y (@) +Xo (@1(z, ¥ (x)) + 2 (2, ¥ (2))Y (x) ).

=g’(x) =0

To ukazuje, ze g'(z) = L1 (x, ¥ (x), M) + La(z,9(x), Ao)¥' (2).
Potom pre druht derivaciu funkcie g mame

9" () = Lu(z,¥(x), Ao) + Liz(x, 1 (x), Ao)y)'(x)+

+ (L12(‘T7 w(:b‘)7 )‘0) + L22($7 ’QZJ(LL'% /\0)’@[/('7;)) ’L/J/(.T) + L2($7 ¢(:E)7 Ao)iﬂ//(l‘),

teda
g"(x0) = L11(x0, yo, M) + 2L12(20, Yo, Ao)¥' (z0)+

+Laa (0, Yo, Ao) (¥’ (20))? + L2(70, Yo, )" (20).

Pretoze (xo,yo, o) je staciondrny bod Lagrangeovej funkcie, dostdvame

LQ(x07yOa )‘0) =0.



Teda
g"(x0) = L11(x0, Yo, Ao) + 2L12(x0, Yo, Ao)¥' (x0) + Laa(zo, yo, /\0)1//2(960)-

Pretoze ( )
/ ¥1(Zo, Yo

Ty) = ———F,

¢( 0) 302($0,y0)

po malych Gpravach dostéavame

1
g"(z0) = ] L1(z0, Yo, Xo) 5 (20, o) —

90%(3307 Yo

—2L12(20, Yo, A0)¢1 (%0, Y0)@2(20, Yo) + La2(20, Yo, Xo)¢1 (T, yo) |-

Ak v staciondrnom bode zy mame ¢’ () < 0, potom funkcia g méa v bode
lokélne maximum. Podla predoslého vzorca to plati, ak v bode (zo, yo, Ag) mame

L1165 — 2L129192 + Lo} < 0.
Tato podmienka moze byt preformulovand takto:

0 w1 o
©1 L1171 Lis| >0 v bode (.Z‘Q,yo,)\o).

w2 Liz Lo



B.2.3 Rozsirené Hessove matice.
Vyssie uvedend diskusia moze byt zhrnutd do nasledujtcej vety. Matica

0 w1 2
w1 L1 Lo
w2 Liog Lo

sa volé rozsirend Hessova matica.

Veta B.11. Nech f : D — R, kde D C R? je otvorend mnozina. Nech (xq,yo) je
bod krivky C' urcéenej rovnicou o(x,y) = 0, ktord lezi v mnozine D. Predpokladajme,
Ze funkcia f ziZend na mnoZinu C md lokdlny extrém v bode (xq,y0). Nech f a ¢
magji spojité parcidlne derivdcie v nejakom okoli bodu (xg, o). Predpokladajme, Ze
(z0,y0) nie je kragng bod krivky C. Nech V(xo,y0) # 0. Nech Ao € R je také, Ze
(z0,Yo0, Ao) je staciondrny bod Lagrangeovej funkcie L(x,y,\) = f(z,y) + Ao, y).
Polozme

0 1 @2
H*=|p1 L1 Liz| v bode (x0,Y0, Mo)-
w2 Lia Log

(i) Ak H* > 0, potom v bode (xo,yo) je lokdlne mazimum funkcie f na C.
(ii) Ak H* <0, potom v bode (xg,yo) je lokdlne minimum funkcie f na C.



Ulohy najdite viazané extrémy funkcii na danych krivkach:
o 2 ="Tx% + 4oy +3y% ak 22 + 2 =1

r—

° 2= %4,akx2+y2:1

e z=gy,ak a2 +¢y2 =1

o 2z =22 + 122y + 232, ak 422 + 2 =25
o z=1In(zy), ak 2 + a2y +9°> =0
ez=1+1+ 1 ak b+ 5=

B.2.4 Absolutne extrémy.
Priklad B.12. Ukéazte, Ze cosacoscosy < é, kde «, 3, v st uhly TubovoIného

trojuholnika.
Skutocne, pretoze o + 8 + v = 7, mame

cos acos B cosy = cosacos B cos(m — a — ) = —cosacos fcos(a+ ) =

= —%[cos(a—&—ﬁ)—l—cos(a—ﬁ)] cos(a+f3) = —7[cos (a+ )+ cos(a+ ) cos(a—B)] =

a doplnenim na stvorec dostédvame
= —1[(cos(a + B) + % cos(a — B3))? — % cos*(a — B)] =

= Leos*(a— ) - (cos(a + ) + L cos(a — §)) < Leos>(a — ) < L.



Pretoze spojita funkcia definovana na kompaktnej mnozine nadobuda svoje abso-
latne maximum (Corollary 11.47), predosly problém moZzeme preformulovat takto:

Najdite absolitne mazimum funkcie z = —coszcosycos(x + y) vzhladom na
podmienky vizby 0 <z <7, 0<z+y <.

Definicia B.13. Nech f je funkcia definovans na mnoznie D C R2. Nech
(z0,y0) € D. Hovorime, ze f mé absolitne minimum na mnoZine D v bode (zg, yo),
ak f(zo,y0) < f(z,y) pre kazdé (z,y) € D.

Podobne definujeme absolitne maximum.

Veta B.14. Nech (zg,yo) je vnitorny bod mnoziny D. Ak f md absolitny extrém v
bode (xg,yo), potom bud f1(zg,y0) =0 a fa(xo,y0) = 0, alebo aspori jedna z tychto
derivdcii neexistuje.

Absolutne extrémy mozu byt nadobtidané v staciondrnych bodoch, bodoch hra-
nice defini¢nej oblasti, alebo v bodoch, v ktorych parcidlne derivacie nie si defino-
vané.

Ulohy

o N4jdite extrémy funkcie z = 11 — 822y + 223y + 222y vzhladom na podmienky
vizby t >0,y >0ax+y <6.

e Najdite extrémy funkcie z = 22 + y? — 2 — y + 1 vzhladom na podmienky vizby
2+ < 1.

e Nijdite extrémy funkcie z = 22 + y? — 12z + 16y + 50 vzhladom na podmienky
vizby x2 + y? < 225.



