DVOJNE INTEGRALY

Meratelné mnozZiny.
Nech
ng{[x;y]€R2:O§x§1,0§y§1}.

Dvojrozmernou mierou $tvorca K¢ rozumieme ¢islo 1. p(Kp) = 1. Rozdelime inter-
val (0,1) na 10* rovnakjch ¢asti. Dostaneme 10%* rovnakych $tvorcov. Nech M je
fubovoln4 neprazdna mnozina bodov v R2. V R? si zvolime stiradnicov ststavu a
zostrojime sustavu priamok

m m
€r = —— e —
TR T

ktoré nam rozdelia rovinu na nekoneéni mnozinu elementarnych stvorcov (Stvorcova
siet rddu k — oznacime ju Si). M, — zjednotenie tych $tvorcov siete Sy, ktoré st
celé aj s hranicou obsiahnuté v mnozine M. M}, — zjednotenie tych Stvorcov siete
Sk, ktoré obsahuju aspon jeden bod mnoziny M. Plati

m=0,%1,%2,...,

M ,. je polygén k-teho rddu vpisany do mnoziny M. M j je polygén k-teho radu opi-
sany mnozine M. Ak zhustujeme sief (zmensujeme elementérne Stvorce), dostdvame
postupnost polygénov

MyCM,CM,C...CM, C...CMC...CMyC...MyCM; CM,.
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Teda
(M) < p(M ) <p(My) <--- < p(My,) < ...
< (M) <
e S (M) < op(Ma) < (M) < p(Mo).

Postupnost {u(M ;)}72, je neklesajica a zhora ohrani¢end. Podobne, postupnost
{p(My)}2, je nerastiuca a zdola ohrani¢ena. Teda tieto postupnosti st konver-
gentné a existuju limity

Jim p(M ), lim p(My).
Cislo klir{:O p(M ) nazgvame vnitornou mierou mnoziny M a oznacujeme pu(M).
Cislo leI’I;O p(My) nazgvame vonkaj$ou mierou mnoziny M a oznaéujeme 7i(M).
p(M) = lim p(M ), (M) = lim p(My).
Kazd4a ohrani¢ena mnozina M C R? ma vnitornd i vonkajsiu mieru.
0 < p(M) <a(M).

Ak p(M) = (M), mnozina M C R? sa nazyva meratelnd v zmysle Jordana (J-

meratend). Vtedy
u(M) = p(M) = (M),



Integralne sudty.
Nech G je meratelna uzavreté oblast v R2. Delenim oblasti G rozumieme systém
D kone¢ného po¢tu podmnozin AGy1, AGs, ..., AG, oblasti G, ak
1. v8etky podmnoziny AG; st meratelné a maji kladné miery;
T
2. U AG, =G;
i=1
3. dve rozne podmnoziny AG;, AG,; nemaji spoloéné vniitorné body (spolo¢né
body mozu byt iba hraniéné).
7 definicie delenia meratelnej oblasti vyplyva, Ze

HG) =Y n(AG).

Nech D = {AG1,AGs,...,AG,} je delenie oblasti G. Cislo
v(D) = max{p(AG1),...,p(AG,)}
nazveme normou delenia D. Pritom

p(M) = sup d(A,B)
ABeEM

je priemer mnoziny M, kde d(A, B) je vzdialenost bodov A = [a1, as] a B = [by, bo]
v rovine, t.j. d(A, B) = \/(a1 — b1)? + (az — b2)2.
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Hovorime, zZe postupnost deleni {Dy}?° ; oblasti D je normélna, ak postupnost
noriem {v(Dy)}$2 , konverguje k nule (t.j. klim v(Dy) =0).
c— 00

Nech f(z,y) je funkcia definovana na meratelnej uzavretej oblasti G.
Nech D = {AGY,...,AG,} je lubovolné delenie oblasti G. Cislo

S¢(D) = Zf($i>yi) - W(AG)

nazyvame integralnym suc¢tom funkcie f pre delenie D a volbu bodov [z;; y;] € AG;.
Nech

m; =inf{f(z,y); [z;y] € AG;},
M; =sup{f(z,y);[x;y] € AG}.

V oblasti AG; plati
m; < f(w, ) < M.
Cislo

S¢(D) = Zmi u(AGH)



nazyvame dolny integralny sucet. Cislo

Sy(D) = ZMz - (AG))

i=1

nazyvame horny integralny sucet.
Kazdému deleniu D oblasti G prislicha prave jeden horny a jeden dolny integ-
ralny sucet. Plati B
S /(D) < §;(D) < S4(D).

Nech f(x,y) je funkcia definovana na meratelnej uzavretej mnozine G C R2. Nech
{Di}72, je ubovolnd normélna postupnost deleni oblasti G. Kazda postupnost
integralnych suctov funkcie f prislichajicu k tejto normalnej postupnosti deleni,
nazveme pripustnou postupnostou integralnych stctov.

Ak pre kazda pripustni postupnost {Sy(Dy)}52, plati

lim Sf(Dk) = I,
k—o0

hovorime, Ze funkcia f je integrovatelnd na oblasti G a ¢islo

1= [[ #ay) dzay
G



nazyvame Riemannovym integralom funkcie f na oblasti G.
Pre Iubovolnt normalnu postupnost {Dy}72, sa dolné a horné integralne stéty
priblizuja k S¢(Dy). V limite plati

khm ﬁf(Dk) = klim Sf(Dk) = klim gf(Dk)
o0 — 00 oo

:jj f(z,y) dzdy
G

Zakladné vety dvojného integralu.

Veta 1. Ak si funkcie fi(z,y), fo(z,v), ..., fx(z,y) integrovatelné na meratelnej
oblasti G, potom aj funkcia

flx,y)=c1- filz,y) +ca- falw,y) + -+ k- fr(z,y)

(c1,Ca, ..., c st lubovolné konstanty) je integrovatelnd na G a plati

//(01 fizy) + o ek fe(z,y)) dedy =
G

:cl-//fl(x,y)dxdy+---+ck-//fk(x,y)dmdy.
G el



Veta 2. Nech funkcia f(x,y) je integrovatelnd na meratelnej oblasti G a nech
G=G1UGyU---UG,

je rozklad oblasti G. Potom plati
[ sty = [[ s@pyasdy+ s [[ o0 dody
G G1 Gn

Veta 3. Ak je funkcia f(z,y) integrovatelnd na meratelnej oblasti G a f(x,y) >0
pre vietky [x,y] € G, potom plati

[ s iy =o.
G

Veta 4. Ak si funkcie f(x,y) a g(x,y) integrovatelné na meratelnej oblasti G a
f(x,y) < g(z,y) pre vietky [z,y] € G, potom plati

J[ t@y oty < [[ oto.g) dod.
G G



Veta 5. Nech G je meratelnd oblast. Ak f(x,y) = 1 pre vsetky [x,y] € G, potom

plati
é [ #.y) dady - é [ dzay = ).

Veta 6. (Veta o strednej hodnote) Ak funkcia f(z,y) je spojitd na meratelnej
oblasti G, potom existuje aspori jeden bod [£,m] € G taky, Ze plati

/ / f (@) dedy = 1(E,m) - 1(G).
G

Vypocet dvojnych integralov.
Uvazujme oblast

G={z,y) eR*:a<z<b ¢i(r) <y <o)}

Tato oblast je meratelna. Jej plosny obsah (miera) je

b
W(G) = / [pa(z) — 1 (2)] da.



UvaZzujme oblast

G ={lz,yl e R? : 1 (y) <z <eho(y), c <y < d}.

Oblast G je meratelna. Jej plosny obsah (miera) je

d
WG) = / () — v ()] dy.

Ak funkcia f(z,y) je spojitd na meratelnej oblasti, potom dvojny integral vypo-
¢itame pomocou dvoch za sebou nasledujicich integrovani funkcii jednej premennej
— t.j. dvojnasobnym integralom.

Nech f(z,y) je spojitd na oblasti G. Pre x € (a,b) definujeme na intervale
(p1(x), pa(x)) funkciu

hy) = f(z,y), v € (pr(x), pa(2)).

Funkcia h(y) je spojitd na (p1(x), p2(x)) a teda je integrovatelnd. Preto existuje
integral

p2(z)
Fa) = [ ) dy e o),
p1(z) S=—~~—
h(y)



Hodnota integralu F'(x) zavisi od parametra z. D4 sa ukazat, ze funkcia F(z) je
spojita na (a,b), to znamend, Ze je integrovatelnd na (a,b) a existuje integral

/a " P d / ’ [ /@ @((T) Fy) dy] da.

(Dvojnasobny integral funkcie f(x,y) na oblasti G.)
Podobne aj pre elementarnu oblast druhého typu existuje integral

P2 (y)
H(y) = / Faay)de,  ye (ed).
Y1(y)

Funkcia H(y) je spojitd na intervale (c,d), to znamend, Ze existuje integral

/ " Hiy)dy = / ' [ /w w(()) F) dx] dy.

Veta 7. Nech funkcia f(x,y) je spojitd na oblasti
G={lz,y] eR*ra <z <b, pi(z) <y < o)},
kde o1, @2 su spojité funkcie na {a,b) a p1(x) < pa(x) pre vietky x € (a,b). Potom

plati
// f(z,y) dedy = /ab l/::(j)f(x,y) dy] dx.
G 1
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Veta 8. Nech funkcia f(x,y) je spojitd na oblasti

G=A{[z,y) eR?:c <y <d, ¢1(y) <z <va(y)}

kde 11, vy st spojité funkcie na (c,d) a ¥1(y) < 2(y) pre vietky y € {(c,d). Potom

plati
d Y2 (y)
/ f(@,y) dedy = / / f(a,y)de]| dy.
G c ¥1(y)

Pozndmka. Mozeme sa stretnif aj so zépisom

‘»02(1’ b p2(x)
/ dx/ (z,y)dy = / / fz,y)dy| dx
w1 a p1(x)
wz(y) d Y2 (y)
/ dy [ fewydo= [ | [ ) de| dy
c 1(y) c P1(y)

Transforméacia dvojného integralu.

Nech M* C R2, M* # (). Nech je dané IubovoIné prosté zobrazenie ¢ : M* — R2,
ktoré kazdému bodu [u,v] € M* priraduje préave jeden bod [z,y] € R?.

Mnozina M* sa nazyva obor zobrazenia. Bod [z,y] = ¢([u,v]) je obraz bodu

[u,v] a M je mnoZzina obrazov.
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Pomocou zobrazenia ¢ mozeme na mnozine M* definovat dve funkcie

p1(u,v) =z
w2 (u,v) =y, [u,v] € M*, [x,y] € M.

Zobrazenie ¢ musi byt prosté, aby k nemu existovalo inverzné zobrazenie
6V M — M*,
ktoré kazdy obraz jednoznacne vrati do svojho vzoru.

Zobrazenie ¢ uréené funkciami ¢ (u,v) = x, pa(u,v) = y, sa nazyva reguldrne

na M*, ak
1. funkcie ¢1, @2 maji na M* spojité parcidlne derivacie podla obidvoch premen-

nych,
2. plati
dp1(u,v)  Op1(u,v)
6u av o, .
Opa(u,v)  dpa(u,v) #0  pre kazdé [u,v] € M*.
ou ov

Uvedeny determinant sa vold Jacobiho funkcionalny determinant (Jakobidn) a

oznacujeme ho J(u,v)
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Veta 9. (Veta o substitacii) Nech

1. M* C R? je oblast a zobrazenie ¢ : M* — R? urcené funkciami p1(u,v) = x,
wa(u,v) =y, je prosté a requldrne na M*,

2. G* C M* je meratelnd uzavretd oblast,

3. funkcia f(x,y) je spojitd na uzavretej oblasti G = ¢(G*). Potom plati

[ sty = [[ a0 o2 17, 0)] dude.
G G*

Budeme sa teraz zaoberat polarnou stradnicovou sustavou. Kazdy bod roviny
sa d4 zapisat v tvare A = [0, ], kde ¢ je dlzka sprievodica a ¢ je uhol medzi
sprievodicom a polarnou osou.

Vztah medzi pravouhlou ststavou a polarnou sistavou siradnic je dany vztahmi

T =0 COS

y=po-singp 0<p< 400, 0< <27

Vypocitame Jacobiho determinant pre transformaciu pomocou polarnych suradnic:

J(o,p) =

cosp —psing|
sinp pcosp |
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Potom podla Vety 9 plati:
// f(z,y) dedy = //f(@cos @, 0sin @) - o dodep.
G G~

Zovseobecnené polarne suradnice:
T =a-Q Cosy
y=b-p-sinp
Pre Jakobian plati:
J(0,p) = abp.
Geometrické aplikacie dvojného integralu.

Obsah rovinnych utvarov.
Nech G je meratelné a uzavreta rovinna oblast. Potom pre jej plo$ny obsah plati:

P= //dmdy.
G
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Objem telies.

Nech funkcie fi(x,y), fa(z,y) st spojité na G, pricom fi(z,y) < fa(z,y) pre
vBetky [z,y] € G. Potom pre objem telesa ohrani¢eného grafmi funkecii fi(x,y),
fa(z,y), a priamkovou plochou, ktora v rovine z = 0 vytina oblast G, plati:

V= [[ 1fale) = () dody.
G

Obsah zakrivenej plochy.
Nech funkcia f(z,y) je spojitd na uzavretej a meratelnej oblasti G. Pre obsah
zakrivenej plochy, ktord je ¢astou grafu funkcie f(x,y) nad oblastou G, plati:

- f i (Pe) (20

Fyzikalne aplikacie dvojnych integralov.

Nech G je uzavretd meratelnd oblast v R? a nech jej hustota (merna hmotnost) je
h(z,y). Hustota h(x,y) uddva hmotnost pripadajticu na jednotku obsahu. Hustota
je spojité funkcia na G a h(z,y) > 0. Ak je oblast homogénna, hustota h(z,y) = k
je konstantna.
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Hmotnost rovinnej oblasti.

m = é/ h(z,y) dzdy.

Statické momenty rovinnej oblasti.
(vzhladom na os z a vzhladom na os y)

Sz = // hz,y) -ydedy, S, = // h(z,y) - z dzdy.
G G

TaZisko rovinnej oblasti.
Pre stradnice faziska hmotnej oblasti G plati:

T =[zr,yr), 27 = —, yr =
m

S, Sa
=
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Momenty zotrvacnosti rovinnej oblasti.

L, 2// y* - h(z,y) dedy
G
I, :// z2 - h(z,y) dzdy

G

G
TROJNY INTEGRAL

Pojem trojného integralu.

Vsetky pojmy, ktoré sme definovali pre priestor R?, mézeme zovSeobecnit aj pre
priestor R3.

Nech f(x,y,2) je funkcia definovan4 na meratelnej uzavretej mnozine G C R3.
Nech {Dy}72, je lubovolnd normélna postupnost deleni oblasti G. Ak pre kazdu
pripustni postupnost integralnych saétov {S;(Dy)}52; plati kli_)r& Sy(Dy) =1, ho-

vorime, ze funkcia f(xz,y, z) je integrovatelna na oblasti G a redlne ¢islo

I= /// f(z,y, 2) dedydz
el
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nazyvame Riemannovym integralom funkcie f(z,y, z) na oblasti G.
Vety 1, 2, 3, 4 platia aj pre trojny integral. Vetu 5 moZeme preformulovat nasle-
dujicim spésobom:

Veta 1. Nech G C R? je meratelnd uzavretd oblast. Ak f(x,y,2) = 1 pre vietky
[x,y, 2] € G, potom plati (kde u(G) je miera oblasti G):

/G// f(z,y, z) dedydz = /G//dacdydz = u(@).

Uvazujme oblast
G = {[l‘,y72ﬁ] S RS ‘a S x § b7 gl(l‘) S Yy S g2(m)? fl(l‘vy) S z S f2($7y)}

Miera (objem) oblasti G je

b ga(x)
u(G) = / [ / N (h(m)—ﬁ(m)) dy] dz.

Uvazujme oblast

G={[z,y,z] eR¥:c<y<d, pi(y) <2 <p2(y), a1(z,y) <2< qa(z,y)}.
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Miera (objem) oblasti G je

d p2(y)
u(G) = / [ / N <qz<x,y>—q1<x,y>> dx] dy.

Nasledujica veta uvadza rovnost trojného a trojnasobného integralu.
Veta 2. Nech funkcia f(x,y,z) je spojitd na meratelnej uzavretej oblasti
G= {[x,y,z] € R3 ra<zx< b7 gl(‘r) <y< gQ(x)v fl(xvy) <z< fQ(xvy)}7

kde fi(x,y), f2(z,y) si spojité na priemete oblasti G do roviny xy a g1(z), g2(x)
st spojité na intervale (a,b). Potom plati:

b g2() f2(z,y)
//f(;v,y,z) dxdydz:/ / / f(zyy,2)dz | dy| dz.
. a g1(x) fi(z,y)

Podobné veta plati aj pre oblast

G={lz,y.2] eR*:c <y <d, pr(y) <z <pa(y), qulw,y) <2z < ez, )}
Potom plati:

d | rp2(y) a2(z.y)
//f(x,y,z) da:dydz:/ / / flz,y,2)dz | dx| dy.
& c p1(y) q1(z,y)
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Transformacie trojného integralu.
Nech §) # Q* C R3. Nech je dané Tubovolné prosté zobrazenie ¢ : Q* — R3, ktoré
kazdému bodu [u, v, w] € Q* priraduje prave jeden bod [z, v, 2] € R3.
Regularne zobrazenie ¢ : Q* — R3 méze byt dané rovnicami
x = ¢1(u,v,w)
Y = P2 (ua v, U))
z = p3(u,v,w)
Potom Jacobiho funkciondlny determinant J(u,v,w) sa bude rovnat
Op1(u,v,w)  Op1(u,v,w) 1 (u, v, w)

ou v ow
J(u, v, w) = Opa(u,v,w)  Opa(u,v,w) s (u,v, w)
ou v Jw
Ops(u,v,w)  Ops(u,v,w) dps(u,v, w)
ou v ow
Nasledujiica veta je veta o substiticii v trojnom integrali.
Veta 3. Nech

1. @ C R? je oblast a zobrazenie ¢ : ¥ — R? urcené funkciami
T =©1 (u7 v, 'UJ)
Y = P2 (ua v, U))

z = p3(u, v, w)
-20-



je prosté a reguldrne;
2. G* C Q* je meratelnd uzavretd oblast;
3. funkcia f(x,y,z) je spojitd na uzavretej oblasti G = ¢(G*).

Potom plati:
/D/ij,yvz)dfdde==
G

— [[] ortw o) eatviw)eatsv,w) - 0,0 dudud.
g

Transformdcia do cylindrickyjch suradnic.

Vztah medzi pravouhlymi stiradnicami [z, y, z] a cylindrickymi siradnicami [, ¢, 2]
Iubovoného bodu M je dany rovnicami

T = 0-CoSp
y=o-sing
z =2z

kde 0 < p < 400, 0 < p <27, —00 < 2z < +00.
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Jakobian tohto zobrazenia je:

0x(0,¢,2)  0x(0,¢,2) 0x(0,¢,2)

o) yens) Oyors | |osw —esme 0
J(u, v, w) = 597 8’@’ o silacp Q‘C(;)S<P (1):9-
0z(0,0,2)  0z(0,¢,2) 0z(0,¢,2)
0o dp 0z

Ak G* C Q* je meratelna uzavreta oblast v R?® a funkcia f(,x,v, z) je spojita na
uzavretej oblasti G = ¢(G*), potom podla Vety 3 plati:

/G//f(x’y’z)dxdydz:/G[/f(Q'COS‘PvQ'SiH%Z)-ngdgodz.

Zobrazenie ¢ definované vztahmi

T=a-0 CO8Q
y=>b-p-singp
z=c-z,

kde a, b, ¢ st kladné konstanty, sa nazyva zovSeobecnena cylindricka transformacia
v priestore R3. D4 sa dokézat, ze toto zobrazenie je prosté a regularne. Pre Jakobian
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plati:

0x(0,¢,2) 0x(0,¢,2) 0x(0,¢,2)

0o Op 0z
oy(o,0,2)  ylo,p,2) ylo,p,2
(v, 0) = y(a;p ) y(a; ) y(a;p )| _
9z(0,¢,2)  0z2(0,,2)  0z(0:,2)
0o Op 0z

a-cosp —a-p-sinp 0
=|b-sinp b-p-cosp 0= abco.
0 0 c

Transformdcia do sférickych suradnic.
Vztah medzi pravouhlymi stradnicami [z, y, z] a sférickymi sturadnicami [p, ¢, 9]
lubovolného bodu M je dany rovnicami:

T =p- cosy-sind
y=p-sinp-sind
z=p-cosV,

kde 0 < o< 400, 0<p<2m, 0< 9 <.
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Jakobidn uvazovanej transformacie je:

0x(0,,9) 0x(0,0,9) 0x(0,¢,V)

0o Op oY
T, v, w) = (., ¥)  Iylo,p.¥) Iy(o,¢.Y)
do Op 09
9z(0,,9)  0z(0,¢,9)  9z(0, ¢, V)
do Op 09
cosp-siny —p-sing-sind - cosp - cost
= |singp-sin?¥ p-cosp-sin?d p-sing-cos? | = —p* - sind.
cos ¥ 0 —o-sin®

Ak G* C Q* je meratelné uzavreta oblast v R? a funkcia f(z,y, z) je spojitd na
uzavretej oblasti G = ¢(G*), potom podla Vety 3 plati:

/G// f(2,y, 2) dedydz =

:///f(g'cosgwsinq?,g'sincp'sin19,g~cosﬁ)'gzsinﬂdgdgodﬂ.
G*
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Sférické suradnice mozu byt zadané rovnicami
T =0-cosp-cost
y=p-siny - cost
z=p-sind,
kde 0 < 9 < 400, 0 < ¢ < 27, —7/2 <9 < 7/2. Potom J(p, p,¥) = 0* - cos V.
Zovseobecnené sférické sturadnice:
T=a-p-cosp-sind
y=>b-p-sinp-sind
z=c-p-cosv.
Da sa dokéazaf, ze toto zobrazenie je prosté a regularne. Pre Jakobidn plati:

J(o,,9) = —abc - ¢* - sin®.

Aplikacie trojného integralu.

Objem telies.
Nech G je meratelné uzavretd oblast v R3. Potom pre jej objem plati:

V= /G/ / dzdydz.
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Hmotnost telesa.
Nech G je meratelna uzavreta oblast v R® a nech jej hustota je h(z,y, z). Potom

pre jej hmotnost plati:
m = ///h(x,y,z) dxdydz.
G

Statické momenty telesa, taZisko.
Nech G C R3? je meratelna uzavreta oblast, h(x,y,2) je jej hustota. Potom pre
statické momenty oblasti G plati:

Sey = // h(z,y,z) - zdxdydz
G

Sez = // h(z,y,2) -y drdydz
G

Sy> = //h(a:,y,z) - x drdydz
G

a pre suradnice taziska T' = [z, yr, 27| plati:

T = , Yyr = , r = —.
m m m
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Momenty zotrvacnosti telesa.
Nech G C R3 je meratelna uzavreta oblast, h(x,y,2) je jej hustota. Potom pre
momenty zotrvac¢nosti oblasti G vzhladom na stradnicové roviny platia vztahy:

Iy = /// h(z,y, 2) - 2% dedydz
G

Iy, = /// h(z,y, 2) - y* dedydz
G

I, = // h(z,y, z) - x? dzdydz.
G

Pre momenty zotrvac¢nosti oblasti G vzhladom na stradnicové osi plati:

I, =1, // h(z,y, 2) - (2% + 22) dedydz

IL=10+1,= // h(z,y,2) - (% + y?) dedydz.

_27-



