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a) Velmi strucne:

l‘s—y

f(x7y):x3_’_y

f(z,00=1  f(0,y) =-1 = neexistuje

Teraz si to vysvetlime. Pouzili sme tto vlastnost limity:
Ak xlina} fx,y) existuje, potom pre kazdi krivku K prechddzajicu bodom
—Zo
Y=o
(z0,y0), pricom kazdy bod tejto krivky (x,y) # (xo,yo) leZi v definicnom
obore danej funkcie, plati

lim f(z,y) = [lim  f(z,y).

T —To

Y—Yo Y—Yo
(zy)EK
Za krivku K vezmeme priamku urcend rovnicou y = 0. Zrejme tato krivka

prechadza bodom (x,y9) = (0,0). Nech (z,y) # (0,0) je Tubovolny bod krivky
K. Z rovnice krivky K dostdvame y = 0. Pretoze (x,y) # (0,0), musi platit « # 0.
Potom ale 2® +y = 2% + 0 # 0, ¢im sme ukazali, Ze bod (z,y) lezi v definitnom
obore danej funkcie. Ak teda dand limita existuje, musi platit

oy 2ty o2ty 2t -0

LBy 1mO Ty A —11% 3+0:1.
z—0 Tr— X x—0 x—0
y—0 Y y—0 4 y=0 Y

(zy)EK

Podobne postupujeme pre krivku L uréent rovnicou x = 0. Zrejme tato krivka
prechadza bodom (zo,y0) = (0,0). Nech (z,y) # (0,0) je Iubovolny bod krivky L.
Z rovnice krivky L dostdvame x = 0. Pretoze (z,y) # (0,0), musi platit y # 0.
Potom ale 22 +y = 03 + y # 0, éim sme ukazali, Ze bod (z,y) lezi v definitnom
obore danej funkcie. Ak teda dand limita existuje, musi platit

ot —y oty 2t — .03 —
ilirbx?)_’_y o wli% 3 +y :yll%lﬁ—i—y :ylir%)o?’—ky -
y—0 y—0 z=0

(z,y)EL

—1.

Ukézali sme, Ze ak by limita (2.37.1) existovala, musela by sa rovnat dvom roz-
nym ¢éislam (¢islu jedna, aj ¢islu minus jedna). Pretoze limita je uréend jednoznadne,
takéto situdcia nemdze nastat. Odtial vyplyva, Ze limita (2.37.1) neexistuje.



b) Alebo pouZijeme tito vlastnost limity:
Ak Jim f(z,y) existuje, potom pre kaZdi postupnost bodov (x,,yn), Ze
—Io
y—o

lim (xn,yn) = (l‘anO)7

n—00

pricom kazdy bod (2, yn) patri do definicného oboru danej funkcie, plati

limO (x,y) = lm f(@n,yn).

T—X
Y—Yo

Pre kazdé prirodzené ¢islo n polozme

(T, yn) = (%70) :

Potom lim (z,,y,) = (0,0), vSetky body (2., yn) lezia v definiénom obore danej
n—oo
funkcie, pricom plati:

Odtial vyplyva, ze ak limita (2.37.1) existuje, musi sa rovnat ¢islu

lim f(z,,yn) =1.

n—0o0

Podobne pre
(u'ruvn) = (Oa %)
méme lim (un,v,) = (0,0), vSetky body (uy,,v,) lezia v definiénom obore danej
funkcie, pricom plati:

F(un,va) = £(0,1) = 1.

Odtial vyplyva, ze ak limita (2.37.1) existuje, musi sa rovnat ¢islu

lim f(up,v,) =—1.

n—oo

Ukézali sme, Ze ak by limita (2.37.1) existovala, musela by sa rovnat dvom roz-
nym ¢islam (¢islu jedna, aj ¢islu minus jedna). Pretoze limita je uréena jednoznac¢ne,
takato situdcia nemdze nastat. Odtial vyplyva, ze limita (2.37.1) neexistuje.
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2.37.3 R
( ) .fjlé%’ e
Velmi struc¢ne:
Y% — o2
flz,y) = i 22 flz,0)=-1  f(0,y)=1 = neexistuje
Yy
(2.37.2) tim
Velmi strucéne:
flz,y) = 1 f(z,00=0  f(z,x)= 1 = neexistuje
7y - 1'2 +y2 bl - b - 2 J
2.2
. y-x
2.37.5 lim —————
( ) ;:8 $2y2 . (.’IT _ y)2
Velmi strucne:
22 o
flx,y) = m f(z,00=0  f(z,z) = = neexistuje
(2.37.10) lim log, ., (I1+z+y)
y—0

Velmi strucne:

flz,y) =log;, ,A1+z+y) f(z,00=1 f(z,—2)=0 = neexistuje



(2.40.3)

Velmi strucne:

2

Ty
f(mvy) S1I x2+3y2

(2.40.2)

Velmi struc¢ne:

o3 4 o2
[z, y) = PRy
(2.40.1)

Velmi struc¢ne:

x2+y2
f(%y)—m

(2.37.9)

fla,y) = Lta

. . Yy
lim sm2732
r— 00

. — g
f(z,z) =sin f(Bz,z) =sin 13

23 4 zy?

T—00 2 4
o T +y

2x 9 2+ 1
f(sc,:v)—lﬂc2 f(z=,2) = 2
o Ty
—e ¥ Y
faa)= 2 fada?) =S t]

r,xr) = T T

’ L7 ’ 22
lir%gtan
5:090 Tty

n
T r+vy

1
f(z,z) = tan 5 = (0.546302

1
f(w,2¢) = 2tan 3 = 0.692507

= neexistuje

= neexistuje

= neexistuje

= neexistuje
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(2.37.4) lim =Y
5:8 T4 —xy+y

Funkciu f(x,y) vyjadrime v tvre su¢inu dvoch funkcii, z ktorych jedna ma limitu

nula a druhd je ohranicena:

?y+ay® ay(z+y)
22—y +y2 a2 —azy+y2

zy
x? — xy 4y
———

flz,y) = =(r+vy)

ohranicena
Pretoze funkcia g(x,y) = x + y je spojité, jej limita sa rovnd jej hodnote v bode
(0,0), éize

lim g(z,y) = g(0,0) = 0.
Tr—
y—0

‘o . . Yy . oy .
Teraz ukazeme, Ze funkcia h(z,y) = 5 je ohrani¢ena. Pretoze

x? —zy+y
202 —xy +y?) =227 — 22y + 2% = 2% + 2% — 2y + P+ = 2%+ (x —y)? + 17,

vyraz v menovateli funkcie h nemoze byt zaporny. Tiez odtial vyplyva, Ze funkcia
h je definovana pre kazdé (x,y) # (0,0). VSimnime si, ze pre kazdé = # 0 plati:

1
h(z,z) =1, h(z,—x) = ~3

Y <1

1
Ukézeme, Ze pre kazdé (x,y) # (0,0) plati: —3 < proa———

Pretoze 22 — zy 4+ y? > 0, nasledujtce Gpravy st ekvivalentné:
LY
— <1
22 —zy+y?

xy§x2—my+y2
0<a?—2zy+1°
0<(z—y)°

7 toho istého dévodu st aj nasledujtce tpravy ekvivalentné:

1 Ty
S SNl S
37 22 —ay+ y>?
—2% + oy —y® < 3zy
0 < 22 + 2zy + o>

0< (z+y)?

Tym je ohranic¢enost funkcie h dokézana.



(2.37.6) li ST ATy Yy
ol 20 x4+y4

$8+$5+I4+y4+y5*y8 1:87:1/8 I5+y5
flz,y) = =

= ]_:
$4+y4 l’4+y4 $4+y4+
4 3 2,2 3 4
4 4 TT—xTYy+ Tyt -yt +y
S 1
=yt + (x +y) S +

R Pk ki Y O S S S g

T,y) = T,x)= < T,—x)=

g(z,y S g(z, AR 5
1_ ( )<5
4 . 2
5 S9@y) <5

w4—x3y+w2y xy —|—y

ot + 9yt
4zt — 423y + 42%y? — dxy® + 4yt < 102t + 10y*

0 < 62 + 423y — 422y® + x> + 6y*
0< (z+y)*+5(2* —y?)?

2<x4—x3y+x2y2—my3+y4
4 — x4+y4

2zt 4 2y* < dat — 423y + 42y? — 4oy + 4yt
0 < 2zt — 43y + 42%y® — day® + 2¢*

0< (z—y)*+ (2% +9?)>?

1
(2.37.7) lir% (x + ysin ) =0
=1 z
sin—| <1
x
. 1 1
(2.37.8) lim (zsin—+ysin— | =0
z—0 y X
y—>0
1 1




