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Tato prirucka je urcend pre uchidzacov o stidium na Ekonomickej univerzite,
ktori sa pripravuji na prijimacie testy z matematiky. MoZe by{ uzito¢nd aj pre
ich ucitelov. St v nej vysvetlené tlohy, ktoré robia $tudentom najvicsie problémy.



Uvop

Niekedy sa u studentov stretavame s falosnymi predstavami, ktoré sa priro-
dzene vytvaraji v procese osvojovania si matematickych poznatkov. MozZeme si
to ilustrovat na priklade postupnosti. Vela absolventov strednych §kol si mysli, ze
postupnosti sa delia na dva druhy: aritmetické a geometrické. Je to pravdepodobne
sposobené tym, ze uvedenym dvom typom postupnosti sa venuje na strednej skole
viac ¢asu ako inym typom postupnosti.

Zastavme sa na chvilku pri dalsej falosnej predstave. Studenti st nemilo pre-
kvapeni, ked sa dozvedia, Ze analyticky mozno riesit len niekolko $pecidlnych typov
rovnic. Preco je to tak? Studenti uz vedia riesit linedrne rovnice, kde nevznikaji
ziadne problémy. Nauéia sa riesit kvadratické rovnice — dokonca tak ddsledne, ze
pri rieSeni rovnice

v —6y+4=0

napisu
Zr12 = 3+ \/5

Pritom je dolezité si uvedomit, ze na vyjadrenie koretiov potrebujeme poznat
odmocniny. Co je to vlastne v/5? Je to (jediné) kladné riesenie rovnice

22 = 5.

Skutoé¢ne, aby sme vyriesili lubovoInt kvadratickil rovnicu, k tomu potrebujeme
vediet riesit kvadratické rovnice $pecidlneho tvaru!

*° =a,

kde a > 0. Teraz vidime, preco bolo uzZitoéné zaviest pojem druhej odmocniny
z kladného realneho ¢isla.

Na riesenie algebraickych rovnic tretieho stupiia? tiez existuju podobné vzorce,
v ktorych sa vyskytuji druhé a tretie odmocniny. Analogicka situdcia je aj pri
algebraickych rovniciach stvrtého stupiia.

Avsak uz algebraické rovnice piateho stupiia sa takymto sposobom riesit ne-
daju. To znamend nielen to, ze matematici nenasli vzorce na riesenie takychto
rovnic, ale znamend to ovela viac — Ze matematici dokézali nemoZnost existen-
cie takychto vzorcov. Teda na vyjadrenie rieseni Iubovolnej algebraickej rovnice
piateho stupiia® nestaéi poznat odmocniny. Taktiez bolo dokizané, Ze nemozu
existoval vzorce na rieSenie algebraickych rovnic vyssich stupiiov.

Pri nealgebraickych rovniciach je situdcia vo vSeobecnosti este zlozitejsia. Ana-
lyticky vieme riesit iba niekolko jednoduchsich typov nealgebraickych rovnic.

lvzorec na riesenie kvadratickej rovnice ndm to dokazuje

?pozri [5], str. 46, pripadne [17], str. 99
3tomu vébec neodporuje skutoénost, Ze niektoré konkrétne algebraické rovnice piateho stupna
sa daja vyriesit, napr. 2% + 2% + 423 — 822 —8x — 32 =0



Situdciu vystizne charakterizuje nasledujuici citdt z knihy [5], str. 54:

»Nepodari-li se nam v nékterém konkrétnim pripadé nalézt teseni predloZené
rovnice, neznamend to jesté, Ze koren rovnice vubec neexistuje. Hleddani korene je
totiZ do jisté miry zaleZitosti subjektivni, protoze zavisi na drovni matematickeho
vzdeéldni tesitelova, na jeho vtipu, a nékdy i na ndhodé. Naproti tomu existence
(resp. neexistence) kofeni rovnice je objektivni skutecnost.“

Pri rieSeni rovnic sa niekedy pokisame uhddnut aspoii jeden koreii*, ¢o ndm
modze pomdct dand rovnicu zjednodusit. Niekedy sa ndm podari ukézat, ze dalsie

korene rovnica nema.

Vyskuisajte si svoj dovtip na rovnici

(jeden koreil mozno uhddnut — dokazte, ze je jediny).

4takymito koreiimi byvaju ¢asto celé ¢isla, odmocniny z prirodzenych &isel a pod.



POJEM FUNKCIE

Hovorime, Ze je dana funkcia, ak kazdému redlnemu ¢islu je nejakym spdsobom
priradené najviac jedno redlne ¢islo. Ak teda 2 je lubovolné reilne éislo, potom
nastava prave jedna z nasledujicich moznosti:

(x) ¢islu x nie je priradené Ziadne redlne éislo, alebo

(xx) dislu x je priradené prdave jedno redlne é&islo y.

V pripade (xx) hovorime, Ze éislo « je z definiéného oboru danej funkeie.

Oznac¢me dant funkeiu symbolom f. Definiény obor funkcie f oznacujeme sym-
bolom D(f). Defini¢ény obor je teda mnozina vSetkych tych redlnych éisel x, kto-
rym je funkciou f priradené prave jedno redlne ¢islo y — zvykneme ho oznacovat
f(x). Symbolicky to mozeme vyjadrit zapisom

D(fy={zeR:3f(x)}.

Symboly f a f(z) maja rozdielny vyznam. Prvy sa pouZiva na oznacenie sa-
motnej funkcie, druhy znamena konkrétne redlne ¢islo. V literatire sa tato dohoda
¢asto nedodrziava®. MoZeme sa stretnif so zépisom

flx) =+va? —4x+ 3,

ktory je vhodny na pocitanie hodnot funkcie f, ale aj so zapisom

y=vVa?—4r+ 3,

ktory pouzivame pri grafickom znézorfiovani® funkcie f.
Tiez hovorime napriklad o funkcii  — 22 — 5z + 6, ked nechceme na jej
oznadenie zaviest Specidluy symbol.

Uloha. Ndjdite definicnij obor funkcie
(1) fiy=vV2—zx+V1+zx

(pozri [14], str. 84).

Riesenie. Definiény obor danej funkcie f je mnozina vsetkych tych redlnych
Cisel x, pre ktoré pravé strana rovnosti (1) predstavuje redlne ¢éislo (po dosadenti).
Pretoze pod druhou odmocninou moézu byt iba nezdporné éisla, v nasom pripade
plati D(f) = (—1;2).

Sposob priradenia je uréeny nasledovne. Cislu 2 z mnoziny D(f) je priradené
to redlne ¢&islo y, ktoré je uréené rovnostou (1). Pre vypocet hodnét funkcie f
v konkrétnych ¢islach je vhodnejsie vyjadrit ju v tvare

(2) flx)=vV2—z+V1+z.

Spre funkciu sa zvykne pouzivat oznadenie y = f(z), kde x chdpeme ako volni premenni
Shodnoty 2 vynaSame na z-ovi os a hodnoty y vynasame na y-ovi os



Napriklad ¢islu z = —1 je funkciou f priradené ¢islo

F=1) =2 = (1) + 1+ (-1) = V3.

Pomocou (2) mozeme uréit aj hodnotu funkcie f vo vyrazoch obsahujucich
premennti. Napriklad

(3) fr+1)=v2- e+ +V1+2e+1)=V1—2z+V2+ 2.

Zamyslime sa nad vzfahom (3). Ak vyraz 2z + 1 interpretujeme ako funkciu g
uréent vztahom

g(x) =22 +1,

potom lava strana v (3) predstavuje vyraz f(g(x)). Takto sa dostavame k pojmu
zlozenej funkcie.
Ak f a g st funkcie, potom funkcia h definovans vztahom

y = f(g(z))

sa nazyva funkciou zlozenou z funkcii f a g. Oznacujeme ju f o g. Podla definicie
teda plati

(fog)(x)= flg(z))-

Uloha. Zistite, ¢i funkcia

™
v — sin 32 _)
Yy Slll( X 5

je periodickd a ok dno, urcte jej periddu (pozri [14], str. 91).

Riesenie. Najskor si musime vyjasnit, ¢o budeme rozumiet pod pojmom peri-
6da. V ulebnici [11] sa na str. 27 dozvieme, Ze

,Funkcia f sa nazyva periodickd prave vtedy, ked existuje také ¢éislo p > 0, Ze
pre kazdé k € Z plati:
(a) Ak z € D(f), potom aj = + kp € D(f),
(b) flx+ kp) = f(x).
Cislo p sa vola peridda funkcie f.
Ak v mnozine ¢isel, ktoré s periédami periodickej funkcie f, existuje najmensie
kladné ¢islo, nazyvame ho najmensia peridda funkcie f.“

Avsak v zbierke tloh [14] sa na str. 88 pise

»Ak existuje najmensie kladné ¢islo p, pre ktoré platia uvedené vlastnosti,
nazyvame ho periogdou funkcie f.“

Autori zbierky [14] teda pod pojmom periéda rozumeji najmensiu periédu.
Defini¢nym oborom danej funkcie je celd redlna os, preto podmienka (a) je

splnend. Hladant periédu oznaéme symbolom p. Potom pre kazdé redlne islo
plati

(4) sin (3 (x+p)+ g) = sin (3:17 + g) .



~

‘s ™ .
Specialne, pre z = ~% dostavame

sin (3- (—g -H')) + g) = sin (3' (‘%) + g) ;

ill( ™ 3 71') in( ™ 7'(')
S —— + + =) =s - 4+ =
P 5" 5)>

2 2
sin(3p) = 0,
3p=kn, keZ,
kw
= ?, kelZ
Pretoze hladdme najmensiu periédu, do tvahy prichadza ¢islo p = T Ukégeme
1 e s s . ] T s )
vSak, Ze nie je periddou. Naozaj, dosadenim z = -9 ap= 3 do rovnosti (4)
dostavame

: e C 2r :
¢o je spor. Nasledujuci vypocet ukazuje, ze uz ¢islo p = 5 periédou je.

sin | 3 1—1—27T +7r s'n(33:—|—7r)
S 4+ — — ) =si —
3 2 2/
. m . T
sin (33: + 5 +27T) =sin (Sx—l— 5) ,

=u

sin(u + 27) = sinu.

2
Teda ¢islo p = ?ﬂ— je najmensou periédou danej funkcie.



GRAFY FUNKCIT

V tejto kapitole sa nauéime pracovat s grafini funkcii. Ako uvidime neskor,
grafy funkcii nAm ¢asto mozu pomdct pri rieSeni rovnic a nerovnic. Uréite viete
nakreslit grafy zdkladnych typov elementdrnych funkcii, preto ich nebudeme na
tomto mieste uvadzat.

Pripometime si aspoii graf funkcie y = |x|, budeme ho totiz o chvilu potrebovat.

yA

y=|z|

5

Obr. 1

Podme teraz pracovat s funkciou y = f(z), z ktorej pozname iba graf. Budeme
teda predpokladat, Ze predpis, ktory uréuje tito funkciu, nepoznidme. Aby sme
mali ndzornd predstavu, nakreslime si nejaka krivku, ktord bude grafom tejto
funkcie (pozri Obr. 2).

yA

y=f(z)

PR S

2y

Obr. 2

Ak si zvolime lubovolné redlne ¢éislo r, hodnotu funkcie f(r) mozeme urcit
z tohto grafu. Cislo r zndzornime na z-ovej osi a takto uréenym bodom vedieme
rovnobezku s y-ovou osou.

V pripade, ze tito rovnobezka nepretune graf, hodnota funkcie v ¢isle r nie je
definované.
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Ak této rovnobezka pretina graf funkcie v jednom bode (vo viacerych bodoch
ho nemoze pretinat, pretoZe to by odporovalo definicii pojmu funkcia), tymto
bodom vedieme rovnobezku s z-ovou osou, ktord pretina y-ovi os v bode s hod-
notou f(r) (pozri Obr. 3).

y A

y=f(=)

Obr. 3

Hodnota f(r) zévisi od vyberu &isla r, moze byt aj zapornd (pozri Obr. 4).

yA

y=Ff(z)
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Teraz sa nau¢ime pomocou grafu danej funkcie y = f(a) zostrojovat grafy

dalsich funkecii.

Graf funkcie y = —f(z)
x-ovej osi (pozri Obr. 5).

Y A

ziskame preklopenim grafu funkcie y = f(z) okolo

y=f(z)

N —— -

Graf funkcie y = |f(z)] z

Obr. 5

iskame z grafu funkcie y = f(x) preklopenim okolo

x-ovej osi tej Casti grafu funkcie y = f(z), ktora lezi pod z-ovou osou.

(Pozri Obr. 6.)

y=|f(=)]

Obr. 6
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Graf funkcie y = f(z) + a ziskame posunutim celého grafu funkcie y = f(z)
v zvislom smere o konstantu « (pozri Obr. 7).

y A
y=/(z)+a
;/‘/‘
\ e
AT ()@ ememmme oo
\ .
N s
\‘\ p |
N i y=/(z)

Obr. 7

Graf funkcie y = f(z — a) ziskame posunutim celého grafu funkcie y = f(z)
vo vodorovnom smere o kongtantu a (pozri Obr. 8).

y A




























































































































