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Ulohy o periodickych funkciach

Jozef Dobos

Zacneme nasledujacou tlohou zo zbierky [1]:

Uloha 1. Zistite, ¢i funkcia f(x) = sin (3x+ Z) je periodicka a ak 4no, uréte
periédu tejto funkcie.

Najskor si musime vyjasnit, ¢o budeme rozumiet pod pojmom periéda.
Vucebnici [2], ktora sa pouZiva na strednych Skolach, sa na str. 27 dozvieme,
ze

»Funkcia f sa nazyva periodicka prave vtedy, ked existuje také ¢islo p > 0,
Ze pre kazdé ke Zplati:

(a) Ak xe D(f), potom aj x + kp € D(f),

(b) flx +kp) = f(x).

Cislo p sa vola peridda funkcie f.
Ak v mnozine cisel, ktoré sG1 periédami periodickej funkcie f, existuje naj-
mensSie kladné ¢islo, nazyvame ho najmensia perioda funkcie f.“

Avsak v zbierke loh [1] sa na str. 88 pise

»Ak existuje najmensSie kladné ¢islo p, pre ktoré platia uvedené vlastnosti,
nazyvame ho periédou funkcie f.“

Autori zbierky [1] teda pod pojmom periéda rozumeja najmensSiu perié-
du.

RieSenie tlohy 1. Definiénym oborom danej funkcie je celd realna os,
preto podmienka (a) je splnena. HladanQi periédu ozna¢me symbolom p.
Potom pre kazdé realne cislo x plati

sin (5-(x+p)+g)

P * 2 n P
Specialne, pre x = — G dostavame
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sin (—g +3p+ E)

sin (=3 +7)

2
sin(3p) =0
3p =kn, kel”Z
kr
p = 3 ke Z
Pretoze hladdme najmensiu periédu, do Gvahy prichadza éislo p = g
Ukazeme vsak, Ze nie je periédou. Naozaj, dosadenim x = —g ap-= g do

rovnosti (x) dostavame

sin (3-(——g—+g)+g
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¢o je spor. Nasledujaci vypocet ukazuje, Ze uz ¢islo p = = periédou je.

sin { 3- x+2—n +E
3 2

sin ( 3x+ g— +21t)
N’

U

sin (Sx + g)

sin (Sx + g)

sin(u+2r) = sinwu
27
Teda ¢islo p = 3 je najmensou periédou danej funkcie.

Nasledujtca tloha (pozri [3]) ukazuje, ze sticet dvoch periodickych funkecii
nemusi byt periodickou funkciou.

Uloha 2 Dokéazte, ze ak &islo a je iracionalne, tak funkcia f(x) = cosx+
cos ax nie je periodicka.

RieSenie Predpokladajme, Ze funkcia f je periodicka. Potom existuje ¢islo
» > 0 také, Ze pre kazdé realne ¢islo x plati

cos(x+p)+ cos(ax+ap) = cosx+ cosax

Specidlne, pre x = 0 dostdvame cosp + cosap = 2, ¢o je mozné iba v pri-
pade, Ze plati cosp = cosap = 1. Teda musia existovat nenulové celé éisla
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m , n také, ze plati p = 2mn, ap = 2nn. Odtial vyplyva, Ze Gislo a = 7—’;‘; je
racionalne, ¢o je spor. Tym sme dokazali, Ze funkcia f nie je periodicka.

D4 sa ukazat, ze stcet dvoch spojitych periodickych funkcii s periédami p a
q je periodickou funkciou prave vtedy, ked ¢islo g je racionalne. Napriek

tomu sa vSak periodi¢nost s¢itancov istym spésobom prejavuje na vlastnos-
tiach ich stGétu. Zaujemcom o hlbsie stidium tejto problematiky odpora-
¢ame knihu [4].
Zaujimavé tlohy o periodi¢nosti sa ¢asto vyskytuja v roznych sttaziach.
Uloha 3. (Pozri [9].) Nech J je taka funkcia, Ze pre vsetky realne ¢isla x
plati
fle+D+fle—1)=v2- flx).

Dokazte, ze funkcia f je periodicka.
RieSenie. Podla predpokladu pre kazdé realne ¢islo x plati

flx+1) =v2-f(x) — flx— 1)
flx+2)+fx) =v2-flx+1)=v2 (V2 f(x) — flx - 1))
flx+2)+f(x) =2 flx) — V2 flx—1)
flx+2) =fx)— V2 flx—1)
flx+4) =flx+2)— V2 flx+1)=f(x)— V2 (flx — 1) +flx+1))
flx+4) = —f(x)
Slx+8) =—f(x+4)=f(x)

Tym sme dokazali, Zze funkcia f ma periédu p = 8. Konkrétnym prikladom
takejto funkcie je

f(x)= sin (%)

Teraz uvedieme niekolko velmi podobnych tloh (bez rieseni). Dufame,
ze budu sluzit ako vhodny material pre pracu s nadanymi §tudentami.

Uloha 4. (Pozri [5] str. 24., prip. [7] str. 7.) Je dané kladné ¢islo a a realna
funkcia f definovana pre vsetky realne ¢isla. Predpokladajme, Ze pre kazdé

x plati
fac+a)- —;- @ = @R .

a) DokazZte, zZe funkcia f je periodicka.
b) Najdite pre a = 1 priklad nekonstantnej funkcie s uvedenymi vlastnos-
tami.
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Uloha 5. (Pozri [6], str. 144.) Nech funkcia f je definovana na celej mnozine
realnych &isel a vyhovuje pre nejaké k#0 vztahu

Sflx+k)- (1 —-flx))=1+f(x).
Dokazte, ze f je periodicka.

Uloha 6. (Pozri [8].) Nech funkcia f spifia pre vietky realne &isla x pod-
mienku

J(x)=f(x—a) flx+a),

kde a je nenulova konstanta. Dokazte, ze
a) funkcia f je periodicka,

b) f(x — 5a) - f(x+5a)=f(x — 7a) - f(x+ 7a).
c) Najdite periédu funkcie f.

K dolezitym periodickym funkciam patri funkcia f(x) = x — [x], kde sym-
bolom [x] oznacujeme celll ¢ast redlneho cCisla x (pozri [2], str.27). V na-
sledujdcej tlohe! uvidime zaujimavt vlastnost istej postupnosti vytvorenej
pomocou tejto funkcie.

Uloha 7. UvaZujme postupnost definovant pre kazdé ne N predpisom
a, =on-—[on],

kde o je dané iracionalne ¢islo. (Pritom symbolom [x] ozna¢ujeme celd cast
readlneho ¢isla x.) Ukazte, Ze v kazdom intervale I C (0 , 1) sa nachadzaja
nejaké ¢leny tejto postupnosti.

1
RieSenie. Nech I =(c, d), kde 0 <c <d < 1. Nech me Nje také, ze poe <d-c.
UkéazZeme, ze existujur,se {1,2,....,m+ 1}, r <s, také, Ze plati

1
|as—ar|<—n€.

Pretoze Cislo a je iracionalne, kazdé a, lezi v niektorom z intervalov

1 2 —1
Il=(0,-—),I2=('1—;'?_>,Il’):(_si)"-"[m (In___’m)'
m m’ m m m m. m

Podla Dirichletovho principu mozno m + 1 bodov rozdelit do m intervalov
len tak, Ze v niektorom z nich s aspon dva body. Ozna¢me ich a, , as. Potom
ich vzdialenost je mensia ako diZka tohto intervalu, teda

IT4to Gloha je naroénejsia, vhodna pre pracu v matematickom krazku.
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1
las — ar| = |os — ) — ([as] — [or]) | < —. (1)
—_— m
el
Teraz ukazeme, Ze existuje ne N s vlastnostou
1
0<on-—[on] < —. (2)
m

Z definicie celej Casti realneho ¢isla dostavame

[as] < as <[as]+1,
[or] <or <[or]+1,

odkial
Las] — [or] — £< s —171) <£ocs] — [or] + 1
GE Z Z
Rozlisime dva pripady
[a(s — 7] = [as] — [ar], (3)
[o(s — )] = [as] — [or] — 1. 4)

PoloZzme x = o(s — r). V pripade (3) podla (1) plati
0<x-—[x]< —1— .
m
Teda (2) plati (staci polozit n = s — r). V pripade (4) podla (1) plati
1
O0<1+[x]—x<—,
m

odkial mame L
1—-—<x-[x]<1.
m

-3
k= [1—x+[x]} +1.
1

keN, R>m, 0<k.x——[kx]<—"—L.

PoloZzme
Nie je tazké dokazat, Ze

Tym sme ukazali, Ze (2) plati (sta¢i poloZit n = k(s — 7)).
Teraz pouzijeme (2) k tomu, aby sme nasli le Ntaké, Ze ¢ <a; < d. Nech teda
ne Nje také, ze

1
0<an —[on] < —.
m
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PoloZme
+1.

t= ¢
on — fon]
Nie je tazké dokazat, ze
te N, c<tan —[oun]<d.

Tym sme ukazali, Ze existuje le Ntaké, Ze c < q; < d (staéi polozit I = tn).

NasSe ivahy zakon¢ime podobnou tlohou o funkeii sinus, ktort mozno riesit
ako do6sledok tlohy ¢islo 7. (Porovnaj [10], str. 107.)
Uloha 8. Uvazujme postupnost definovant pre kazdé ne N predpisom

a, = sinn.

Ukazte, Ze v kaZzdom intervale I C (0, 1) sa nachadzaji nejaké ¢leny tejto
postupnosti.
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