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AG-nerovnost

Jozef Dobos

Abstract: The paper is devoted to the AG-inequality. The proof, which is based on approach of
Pinter and Hegediis [4], and some applications are presented.

Cielom tohto ¢ldnku je na jednej strane ukazat), Ze tivahy vedice k dokazu nerovnosti medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom moZu poskytnit’ bohaty materidl na formovanie
matematického myslenia Studentov, na druhej strane ukézat, Ze tato nerovnost’ mdze byt
efektivnym néstrojom.

Pod AG-nerovnostou budeme rozumiet odhad

2 J/araz...a,,

ktory plati pre nezdporné &isla ay,as, ... ,a,. Pritom rovnost’ nastava prave vtedy, ked’ plati
al =dads =--*=4ay.

Autorom najznamejSieho dokazu AG-nerovnosti je A. L. Cauchy. Tento dokaz vyuziva
matematickd indukciu. Najskor sa dokdZe platnost nerovnosti v pripade, Ze pocet v nej
vystupujicich &fsel je mocnina dvojky, teda pre n = 1,2,4,8,...,2% .... Potom sa pouZije
,»Spatnd indukcia“ — dokdZe sa, Ze ak nerovnost’plati pre n Cisel (tu n uZ nie je nutne mocnina
dvojky), tak plati‘aj pre n — 1 &isel.

Dokazy vyuZivajice vys§iu matematiku sa pouZivajui zriedkavejSie. V tomto ¢ldnku sa im
nebudeme venovat.

Za zmienku stoji najkrat3i dokaz, ktory bol publikovany v roku 1976, a to hned’ v dvoch
variantoch. Prof. Kraemer aktudlne zaradil tento dokaz do svojho ¢lanku [9] uZ v roku 1977,
moZete si ho teda preStudovat aj v Cestine.

Medzi metodicky najlepsie prepracované patri dokaz z knihy [3] P. P. Korovkina. Dalgia
skupina dékazov je zaloZené na postupnom zlepSovani odhadov. V tomto smere je asi najlepSie
prepracovany pristup Pintera a Hegediisa (pozri [4]). Dokaz pouZity v tomto Clanku vznikol
kombinaciou poslednych dvoch.

Najskor sa dohodneme na nasledujiicom oznaceni. Ak redlne Cisla ay,as,...,a, uspo-
riadame podla velkosti, potom namiesto zapisu a;, ,di,,...,di,, ktory pouZivame v pripade



Tubovolnej permuticie indexov, pouZijeme zdpis a(1),4a(2);- - -,4(n)» Ktory je vyhradeny pre
permutécie s vlastnostou

aiy Sa;, < L,
Inymi slovami, &isla a(1y,a(a),. .. ,a(n) st presne tie isté Cisla ako ay,as, ..., a,, len si uspo-
riadané podl'a velkosti, t.j. plati

a() é a(2) g é A(n)-

Tvrdenie 1.
Predpokladajme, Ze sti dané dve skupiny redlnych ¢&isel

ay, az, ..., 4,
by, ba, ..., by
Potom plati
ay-bi+as-by+---+an by Lany-bay+ag) b+ +anm by (1)

Doékaz.
Nech re {1,2,...,n} je také, Ze a, = a(yy. Nech se {1,2,...,n} je také, Ze by = b(y).
PretozZe plati
(ar - a.s') : (bs - br) 2 0:
———— N —

>0 >0
mame
as'bs+ar'br § ar'bs+as’br = a_y'br+a(n) 'b(”)-
Odtial
n n n
Zai-bi=as'bs+ar'br+ Z ai-b;Lag b+ Z a;-bi+agpy -bwy. (2)
i=1 i=1, i#s, i#r i=1, i#s, iFr

V druhej skupine navzdjom vymenime Cisla b, a by, ¢im dosiahneme, Ze &isla a¢,) = a,
a b(n) = by budii umiestnené pod sebou. Po ich vynechani sa poCet Cisel v kaZdej skupine o
jedno zmensi. Takto vytvorené skupiny ozna¢ime

C1, €25 ..., Cp—1,
di, da, ..., dp_1.

Teda ¢fsla cq,¢2,...,cn—1 st presne tie isté Cisla ako a(1),4a(2), - - - ,a(n—1), len mdZu byt inak
usporiadané. Podobne, ¢fsla dy,ds, . ..,dy—1 sd presne tie isté Cisla ako b(1y,b(2),---,b(n-1),
len m6Zu byt inak usporiadané. Pritom pod sebou leZia presne tie isté isla ako v povodnom

Vs v

zozname, avSak s jedinou vynimkou — pod ¢islom ay leZi ¢islo b,. Teda plati

n

n—1
Y ci-di=ag-be+ ), ai-bi
i=1 i=1, i#s, i¥r



Potom podl'a (2) mame

n—1

Y Ci+di+ g - ben)- 3)
=1

=

n
Y ai-b;i <
i=1

Ked’ cely proces zopakujeme so skupinami &isel

C1, C2, ..., Cp—1,
di, ds, ..., dp1.
dostaneme
n—1 n—2 n—2
Y ciodi<Y e fi+cp-1y-dpn-1) =), e fit+am-1)-bn-1y,
i=1 i=1 i=1
kde Cisla eq,e2,...,e,—2 st presne tie isté ¢isla ako a(1),a(2),. - -,d(n—2), len mdZu byt inak
usporiadané. Podobne, &isla f1, f2,. .., fu—2 s presne tie isté ¢isla ako b(1),b(2),- ., b(n-2),

len md&Zu byt inak usporiadané.
Potom podla (3) dostdvame

n n—2
Y ai-bi <Y i fitap-1)-bn-1) +a(n) - b(n)-
Naznaceny postup opakujeme dovtedy, kym nedokaZeme platnost' nerovnosti
n
Y aibi S agy by +- o+ -1y bia-1) + Ay b
i=1

Zékladnd myslienka uvedeného dokazu bola zaloZend na jednoduchom fakte:
aka< A, b<B,potomplati a-B+A-b<a-b+A-B,

¢o dostaneme po uprave z nerovosti (A — a) - (B—b) 2 0. Napriek tomu je zachytenie
dékazu v symbolickom jazyku relativne tazkopadne. Preto pri vyuke odpori¢ame najskor
ilustrovat’ pouZity postup na priklade:

2 |1 | 3 4 |2 2 1 3 2
5 |3 1 4 |2 4 3 1 2
2 |1 2
E 2

Pre kazdi tabulku vypocitame prislusny stacet si¢inov tvaru:

u1-v1+u2-v2+u3~V3+u4-V4+u5~v5.



Takto postupne dostdvame Cisla 36 < 38 < 41 < 43.

Dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechdvame CitateTovi.

Tvrdenie 2.
Predpokladajme, Ze st dané dve skupiny redlnych Cisel

ai, az, ..., an,
Potom plati by, by, ..., bn.
ay-bi+ag-ba+-+ay-byp 2 any by +ag) bp-1)y+--+aw - bu)- (4)
Dalej budeme postupovat’ cez sériu jeho dosledkov.
Tvrdenie 3.
Predpokladajme, Ze st dané kladné redlne Cisla ay, as, ..., a,. Potom plati
a a a a
242420 (5)
an ay as an—-1
Doékaz. ] ] 1
Poloime by = —, bo = —, b3 =—, ..., by = . PretoZe plati
an a as An—1
1 1 1
b =— b = y seny b -,
a7 agoy ™ aq)
podla (4) mame
a a a a
B2 B bitay byt an by
ap, ai as an-—-1
2 a1) by +ag2) bn-1) + -+ am) by =n.
—— — — N
=1 =1 =1
Tvrdenie 4.
Predpokladajme, Ze st dané kladné redlne Cisla x;, xo, ..., X4, ktorych sicin je rovny
jednej (t.j. x1x2...x, = 1). Potom plati
Xi+xe++x, 20 (6)

Dokaz.
PoloZzme a; =x1,
az = X1X2,
as = x1X2X3,

ay, =X1X3...X, = 1.



Potom podTa (5) plati
ay as as a X1 X1X2 X1X9X3 X1X2...Xp—1X
I e e s s e T i
an a as an—1 1 X1 X1X9 X1X2...Xp—1

=x1+XxXo+x3+--+xp

Pozndmka. UkdZeme, Ze rovnost vo vztahu (6) nastdva prave vtedy, ked’ vietky &isla x1, x2,
..., Xp sU rovnaké.

Predpokladajme, Ze Cisla x1, x2, ..., X, nie su vSetky rovnaké. Potom aspoii jedno z nich
Jje mensSie ako jedna a aspoii jedno z nich je vécSie ako jedna.

Pripadnou zdmenou poradia ¢isel x1, X3, . .., x, méZeme dosiahnut), aby platilox; <1 < xs
(sucet x; +xg + - - - + x, tym svoju hodnotu nezmeni).

Poloime y; =1, y2 = x1X9, y3 = X3, Y4 = X4, ..., Yn = X,. PretoZe plati

(1-x1)(x2—1) >0,
mame

X1 +x2 > 1+ x1x5. (7)
PretoZe y1y2...yn = X1X3...X, = 1, podla (7) a (6) plati
x1txet+xz+xato+x >l txxe+txztxg oA xa=y1 +y2+ys+ya+--+y 20

Teraz uZ méme vSetko pripravené k dékazu nerovnosti medzi aritmetickym a geometric-
kym priemerom.

Veta (AG-nerovnost’.)

Nech a;, as, ..., a, st kladné redlne &isla. Potom plati
n
al +a2+"'+an
g vaipas...ap, ®
n
pri¢om rovnost'nastdva prave vtedy, ked' a; = as = --- = a,,.
Doékaz.
PoloZme
a
X1 = ’
\"/ a1a2 . .an
az
X2 = ’
Waias...a,
Qn
Xy, =



Podl’a (6) plati
X1 +Xxo++Xxp gn,

pricom rovnost'nastiva prave vtedy, ked'sd vSetky &isla x; rovnaké. Odtial’'uZ vyplyva tvrdenie
vety.

Poznamenajme, Ze tito veta plati dokonca pre nezdporné redlne Cisla, pricom dokaz
v pripade, Ze niektoré€ a; je rovné nule, je trividlny.

V daliej Casti ukdZeme vyuZitie AG-nerovnosti pri rieSeni niektorych dloh.

Tvrdenie 5.
Pre l'ubovolné prirodzené &isla k, n plati

1 k n+1
(1+-) <(1+1> | ©
k n
Dékaz.

PretoZe podla predchéddzajiicej vety plati

n+k+\1/(1+_1—>k(1_ . >n+1<k(1+%)+(n+1)(1—ﬁ):1,

k n+1 k+n+1

lk 1 n+1
14+ - 1-— 1
(1+5) (p) <2

odkial' uZ priamo vyplyva dokazovan4 nerovnost..
Pozndmka. V kurzoch matematickej analyzy sa dokazuje (najcastejsie pomocou binomickej
vety), Ze postupnost’ {a; };-_,, kde ay = (1 + %)k, je ohranicend. Pritom priamo z (9) vyplyva

nerovnost’
1\* 1) 2
14— 1+-} =4.

Premyslite si, ako mozZno z (9) ziskat lepSie odhady.

mame

Tvrdenie 6.

Postupnost {a, },, kde a, = (1+ %)n, je rastuca.
Dokaz.

Z AG-nerovnosti dostdvame

1
- 1+1 "< 1+n-(1+3) =n+2,
n n+1 n+1

1 n 1 n+1
(1+3) < (1+) -
n n+1

odkial
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Tvrdenie 7.

Postupnost {b,};_,, kde b, = (1+ ,17)"+1, je klesajuca.
Dékaz.

Z AG-nerovnosti dostdvame

ntl 1+(n+1)-(1--L-
Il+\2/1 . (1 — 1 ) < ( n+1),

n+1 n+2
odkial’

Tvrdenie 8.
Pre kazdé prirodzené ¢&islo n plati

1
Vn<1l+

7 (10)

Dékaz.!
Pre ne {1,2,3} sa nerovnost overi vypo&tom.

Z X2

Pre kaZzdé prirodzené &islo n 2 4 z AG-nerovnosti dostdvame

2 —4).14+2-2 z.ﬁ
c/ﬁzc/ln—4.22.(_ﬁ> <(n ) 1+42-2+2-% =1—+———1 :
2 n \/E

Pre porovnanie uvedieme aj dokaz pomocou binomickej vety. Pre kaZzdé prirodzené &islo
n 2 4 (dokonca pre n 2 3) plati

(e ) > 6) 5 (@) ae () am

K dokonceniu dokazu stacf overit, Ze pre vSetky prirodzené &isla n 2 4 plati

()74 () 3+ () amzn

Presved¢ime sa o tom pomocou nasledujicich ekvivalentnych tprav

() 7+ () a2z )2

(n+1)(n+2) _n+1
6/n 2’
n+223v/n,

(Vr-2)(vn-1) 20.

Tento postup navrhol RNDr. Tom4§ Tomko.

v
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