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OBZORY MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY 4/2002 (31)

Kvadratické rovnice a nerovnice

Jozef Dobos

Abstract: Most of the quadratic equations and inequalities you will encounter in problem books
can be solved by elementary methods.

Poviete si — o uZ méZe byt na kvadratickych rovniciach zaujimavé? Preto sme na tdvod
vybrali nasledujici priklad. VyrieSte si ho najskdr samostatne. Nie je v tom ni¢ tazké, ale
zabehnuty stereotyp moZe spdsobit, Ze vaSe rieSenie nebude dplné.

Priklad.

N4jdite vSetky redlne ¢isla p, pre ktoré rovnica p- 2* + 27* = 5 m4 jediné rieSenie v obore

redlnych Cisel.
RieSenie.
PouZijeme substiticiu 2* = y a dani rovnicu upravime do tvaru

p-y*—5y+1=0. (1)

linedrna pre p =0,

Rovnica (1) je {kvadratické pre p#0.

Pre p = 0 md rovnica (1) jediné rieSenie y = 5 Pre p # 0 mé rovnica (1) jediné rieSenie
L . . : 25 . oo
prave vtedy, ked'jej diskriminant D = 25 — 4p je rovny nule, t.j. pre p = T Tym sme ukézali,

T . , 25 . .
Ze rovnica (1) ma jediné rieSenie prave vtedy, ked’ pe {0; T } V tomto okamihu Studenti

pokladaji priklad za vyrieSeny.
UkdZeme, Ze to tak nie je. PoloZme napriklad p = —24. Napriek tomu, Ze rovnica
1 1
(—24) -y%? — 5y + 1 = 0 m4 dva redlne korene y; = gan=-3 rovnica (—24)-2*4+2"*=5
m4 jediné rieSenie x = —3.
PretoZe pre kazdé reédlne Cislo x plati 2* > 0, rovnica p-2* 427" = 5 m4 jediné rie-
Senie prave vtedy, ked rovnica (1) m4 jediné kladné rieSenie, o nastdva prave vtedy, ked
25 . s
PE (—o0;0) U T (MoZno to ukézat’ klasickym sposobom, ¢o prenechdvame citatelovi

ako uZito€né cvicenie.)
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Riesit’ kvadraticki rovnicu pomocou diskriminantu je relativne jednoduché. Sta¢i poznat’
vzorec a trochu trénovat. AvSak, nemusi to byt prdve najefektivnejSie. Typickym prikladom
su rovnice

2 +px=0, x*+g=0,

ktoré rie$i pomocou diskriminantu naozaj iba velmi mélo §tudentov. Cielom tohto prispevku
je ukézat' niektoré jednoduché techniky, ktoré ndm ¢asto umozZiiuju riesit kvadratické rovnice
bez pouzitia diskriminantu. Ak si urobite maly prieskum v zbierkach dloh, zistite, Ze tieto
postupy mozno pouZit prekvapujico Casto. Investicia do ich zvlddnutia sa teda urcite vrati.

Pomerne 'ahko mdZeme overit,, &i niektoré z &isel 1 a —1 nie je korefiom rovnice
ax?+bx+c=0. 2)

Cislox; =1 je koretiom rovnice (2) prdve vtedy, ked’ platia+b+c¢ = 0.
V takomto pripade mdme
ax® +bx+c=ax’+bx—a—-b=a(x*-1)+b(x—1)=
=a(x—1)(x+1)+b(x—-1)=
=(x—-1)(ax+a+b)=(x—1)(ax—c).

, 2 . 2, . C
Druhy koreii x2 ndjdeme rieSenim rovnice ax — ¢ = 0. Teda xo = —.
a

Zhrnutie. Ak a+ b+ ¢ =0, potom rovnica (2) md korene x; = 1, xo =

oQIn

Cislo x; = —1 je korefiom rovnice (2) prave vtedy, ked plati a — b+ ¢ =
V takomto pripade mdme

ax® +bx+c=ax® +bx—a+b=a(x®*—1)+b(x+1) =
=a(x—-1)(x+1)+b(x+1)=
=(x+1)(ax—a+b)= (x+1)(ax+c).

Druhy korefi xo ndjdeme rieSenim rovnice ax + ¢ = 0. Teda xo = — E.
a
Zhrnutie Ak a — b+ c¢= 0, potom rovnica (2) md korene x; = —1, xo = — E.
a
Priklad

V obore redlnych ¢isel rieSte rovnicu
3x? - 14x—17=0. 3)

RieSenie
Pretoze a—b+c=3+14—-17=0, &islo x; = —1 je korefiom rovnice (3). Pre druhy
. 3 c 17 . -~ . .
korei potom plati xo = — Teda xo = 3 Pre porovnanie vyrieste rovnicu (3) aj pomocou
diskriminantu.
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Ulohy. V obore redlnych &isel rieste rovnice

5x2 — 2lx + 16 = 0 [x1= 1, xo= 16/5]
13x2 — 17x + 4 = 0 [x1= 1, xo= 4/13]
7x2 4+ 18 + 11 = 0 [x1 =1, xo=-11/7]
11x2 + 19x + 8 = 0 [x1=—1, xo=-8/11]

Teraz si ukdZeme, ako moZno néjst’ druhy koren kvadratickej rovnice za predpokladu, Ze
jeden uZ pozndme.

Polozme f(x) = ax? + bx+ c. Nech r je pevne zvolené redlne &islo. PretoZe
fx)—=f(r)= (ax2 +bx+c)—(ar*+br+c)=a(x®*-r*)+b(x—r)=

=a(x—r)x+r)+b(x—r)=(x—r)(ax+ar+b),

mame
f(x) = (x—r)(ax+ar+b)+ f(r),

odkial
ax® +bx+c= (x—r)(ax+by) +c1, (4)
kde by =ar+bacy = f(r) =ar?+br+c=r(ar+b)+c=byr+c.
UkéZeme si, ako moZno uvedeny postup pomocou Hornerovej schémy efektivne zme-

chanizovat’ Postupujeme v troch riadkoch. Prvy riadok obsahuje vSetky koeficienty daného
kvadratického trojélena f(x) = ax? + bx + c. Do tretieho riadku najskér opi¥eme &islo a.

a b c

| a
Potom vyndsobime &islo a ¢islom r a vysledok zapiSeme do druhého riadku pod éislo b.

a b c
ar

| a

Cisla v tomto stpci s¢itame a vysledok (ktory sme ozna&ili symbolom b;) zapiSeme do
tretieho riadku.
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Postup opakujeme. Vyndsobime &islo by = b+ ar ¢islom r a vysledok zapiSeme pod ¢islo
c. Cisla v tomto stipci s¢itame a vysledok (ktory sme oznaéili symbolom c;) zapiSeme do
treticho riadku.

a b c
ar bir

| a by [c1]=£(")

V tretom riadku mame &isla a, by a c;. Cislaa a by si koeficienty ¢iasto¢ného podielu, ktorym
je dvojélen ax + b;. Cislo ¢; je zvySok, ktory dostaneme pri delenf kvadratického trojélena
f(x) = ax? + bx+ ¢ dvojélenom x — r.

Predpokladajme, Ze x; je koren kvadratickej rovnice (2). Potom pre r = x; plati
c1 = f(x1) = ax? + bx; + ¢ = 0, teda podl'a (4) mdme

ax’ +bx+c= (x—x1)(ax+b1), @)
kde b; = ax; + b. Druhy koreii x5 rovnice (2) ndjdeme rieSenim linedrnej rovnice ax+ b; =0,
. b
f.]J. X9 = ——l.
a

Priklad.
Predpokladajme, Ze &islo x; = 51 je koretiom rovnice x? — 9x + ¢ = 0. Néjdite jej druhy
korefi.

Riesenie.
a b c 1 -9 c
X1 axi bix; 51 51
| a by | 1 42
Koreii x ndjdeme rieSenim rovnice ax+ b; = 0, t.j. x+42 = 0. Teda x; = —42. Po male;j

tprave rovnosti (5) dostaneme rozklad kvadratického troj¢lena na tzv. korefiové ¢initele
ax® + bx+c=a(x —x1)(x — x2), resp.
X 4pxtqg= (x—x1)(x—x2),

. . b c i
kde sme pouZili oznadenie — = p, — = q. Pritom
a a

X +px+qg=0

je tzv. normovany tvar kvadratickej rovnice. Medzi jej korefimi a koeficientami platia nasle-
dujuce vztahy, ktoré sa volaju Vietove vzorce

X1 +xo= —D,

X1'X2 =¢(.
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Priklad.
Rieste rovnicu
x2—(V34+2)-x+2-v3=0.

Riesenie. PouZijeme Vittove vzorce. Hladdme také &isla x; a xo, pre ktoré plati

X1 +x2 = \/§+ 2,
X1-°X2 = 2 \/§
Nie je tazké uhddnut, %e tymto podmienkam vyhovuji &fsla x; = /3 a xp = 2.
Priklad.

Rieste rovnicu
x?—2x—63=0.

Riesenie. Postupujeme rovnako ako v predchddzajicom priklade.

X1+x9=2 x1+x2=(—7)+9
xl-x2=—63 x1-x2=(—7)-9
Cislo g = —63 sme rozloZili na sié¢in dvoch &isel, ktorych sdéet je 2. Ako vidime, dan4
rovnica ma korene x; = —7axy = 9.

Ulohy. V obore redlnych ¢&isel rieSte rovnice

¥ - 5 4+ 6 =0 [x1= 2, xp=3]
¥ + x — 6 =0 [x1=-3, x2=2]
¥ — x —- 30 =0 [x1==5, x2=6]

V dalgej Casti sa budeme zaoberat rovnicou (2), ktorej koeficienty a, b a ¢ su celé &isla.
Tdto situdcia sa totiZ v Skolskych iilohdch vyskytuje najcastejsie. Predpokladajme, Ze rovnica
(2) md celotfselny koreii s. PretoZe plati s(as+ b) = —c, Cfslo s je delitelom &isla ¢. Teda
celo¢iselné korene rovnice (2) hladdme medzi delitelmi &isla c. Pritom s vyhodou pouZivame
Hornerovu schému.
Priklad.

Rieste rovnicu

2x% —Tx+3=0.

Riesenie.

Delitele ¢isla ¢ =3 sd 1, —1, 3, —3. PretoZe platf f(1) =2-7+3=-2 a
f(=1)=247+3=12, ¢&sla 1 a —1 nie si korefimi danej rovnice. Pomocou Hornero-
vej schémy postupne overujeme, ktoré z &fsel 3 a —3 je hl'adanym korefiom.

a b c 2 -7 3
axy bix; 3 6 -3

| a by | 2 -1 @

X1
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Dand rovnica m4 teda celogiselny korefi x; = 3. Koreii x; ndjdeme rieSenfm rovnice

ax+by=0,t.j.2x—1=0. Teda xo =

—2'.
Ulohy. V obore redlnych &isel rieste rovnice
3x2 - > — 6 = 0 [X1= 3, x2=—2/3]
22 + 3&x - 2 =0 [x1=-2, xo= 1/2]
252 — 1lx + 14 = 0 [x1= 2, xo= T7/2]

V pripade, Ze pocet delitelov &isla ¢ je relatfvne velky, ich postupné preverovanie je ne-
efektivne. MdZ%eme vSak vyuZit skuto&nost, Ze &islo s — 1 je delitelom &isla f(1). Skutocne,
pretoZe a+ b + ¢ = f(1), platf:

as®+bs+c=0,

as® +bs+f(1)—a—b=0,

a(s* =1)+b(s—1)+ f(1) =0,
a(s—1)(s+1)+b(s—1)=—f(1),
(s—=1)(as+a+b)=—f(1).

Priklad.
Rieste rovnicu
2x2 —27x+36=0.

RieSenie.

Cislo s — 1 bude leZat medzi delitelmi &fsla f(1) = 2 — 27+ 36 = 11, tj. v mnoZine
{1;-1;11;—11}. Potom se {2;0;12;—10}. PretoZe s je delitefom &isla ¢ = 36, do tvahy
prichddzaji iba &isla 2 a 12. Pomocou Hornerovej schémy overime, Ze hl'adanym celo¢iselnym
koreriom je &islo x; = 12.

a b c 2 —27 36
axi b1x1 12 24 -32

| a by l 2 -3 [0]

X1

N W

Koreii xo ndjdeme rieSenim rovnice ax+ b; =0, t.j. 2x —3 = 0. Teda x =
Podobne moZno vyuZit' skutoénost, Ze &islo s+ 1 je delitelom &isla f(—1). Dokaz tohto
tvrdenia si premyslite samostatne.
V dal3ej ¢asti sa budeme zaoberat kvadratickymi nerovnicami. DdleZitd dlohu bude mat’
grafickd analyza.
Uloha. Na obrézku je graf kvadratického trojélena y = ax? + bx + c. Zistite pre ktoré hodnoty
premennej x
a) su hodnoty y tejto funkcie rovné nule, [xe {-1;3}]
b) sid hodnoty y tejto funkcie kladné, [x€ (—o0;—1)U(3;+400) ]
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c) su hodnoty y tejto funkcie zdporné,
d) je tato funkcia rastica,
e) je tato funkcia klesajica.

Kazdu kvadraticki nerovnicu méZeme upravit’ do jedného z tvarov (kde a > 0):
ax> +bx+c >0, ax> +bx+c>0, al+bx+c<0, ax®> + bx+c¢<0.

Na zdver uvedieme prehl'adné tabulky, ktoré ndm v koncentrovanej podobe ddvaji ndvod na
rieSenie tychto kvadratickych nerovnic.
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