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Periodické funkcie

Jozef Dobos

Abstract: In this paper an elementary approach to periodic functions is presented.

Pre Studentov, ktori sa uchddzaji o vysoko$kolské Stidium, vyddvaji univerzity
rdzne zbierky tloh z matematiky, ktoré im maji pomdct pri priprave na prijimacie
skuSky. Pravidelne sa v nich objavuju tlohy o periodickych funkcidch. A to aj napriek
tomu, Ze ich korektné rieSenia s Casto za hranicami $kolskej matematiky.

Hovorime, Ze funkcia y = f(x) je periodickd, ak existuje také kladnd kontanta p,
Ye pre kazdé xe D(f) platiD):

1) x—peD(f), x+peD(f);
2) flx+p)=f(x).

KonStantu p voldme peridda funkcie y = f(x). Najmensie také p (pokial exis-
tuje) sa vold zdkladnd periéda funkcie y = f(x). Napriklad kon$tantnd funkcia je
periodick4, ale nema zakladnd periédu.

Uloha 1
Dokazte, Ze funkcia y = tg(x + sinx) je periodicka.

RieSenie. Funkcia sinus mé periddu p = 2x. UkdZeme, Ze ¢islo p = 27 je periédou
funkcie y = tg(x + sinx). Defini¢nym oborom danej funkcie je mnoZina

T
D(f)={xeR;VkeZ: x+ sinx # 5 +km}.
Nech x je fubovolné redlne &islo. Ak existuje také celé islo k, Ze plati

. T . T
x4 2m+ sin (x4 27) = 5 + kT, resp. x — 20+ sin (x — 27) = §+k1t,

potom

. (i ) L
X+ sinx =+ (k—2)m, resp. x+ sinx = 3 + (k4 2)m.

!Symbolom D(f) oznatujeme definiény obor funkcie y = f(x).
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Tym sme ukézali, Ze pre kaZdé redlne Cislo x plati
xt2n ¢ D(f)=x ¢ D(f).

Odtial vyplyva, Ze mnozina D(f) spiiia podmienku 1).
PretoZe Cislo p = 27 je spolo¢nou periédou funkcii sinus a tangens, pre kazdé
xe D(f) plati

tg(x+ 21+ sin (x+2w)) = tg(x+ 27+ sinx) = tg(x+ sinx).

Odtial vyplyva, e dana funkcia spliia podmienku 2).

Uloha 2
N4jdite zdkladnd periédu funkcie y = tg(x+ sinx).

RieSenie. Nech p > 0 je periéda danej funkcie. Pretoze pre kazdé xe D(f) plati
tg(x+p+ sin(x+ p)) = tg(x+ sinx),

pre x = 0 mame
tg(p+ sinp) =0.

Teda existuje také celé ¢islo &, pre ktoré plati p+ sin p = kw. Potom

(1) sinp = kn—p.

RozliSime dva pripady.
a) Predpokladajme, Ze k je pérne, t. j. Ze existuje také celé Cislo n, Ze k = 2n. Potom

sin (km — p) = sin (2nw— p) = — sin p.

s Y2

b) Predpokladajme, Ze k je neparne, t. j. Ze existuje také celé ¢islo m, Ze k = 2m + 1.
Potom
sin (kT — p) = sin((2m+1)n—p) = sinp.

V obidvoch pripadoch teda plati
| sin (kn — p)| = | sin p|,
odkial podl'a (1) dostavame

(2) | sin (kn— p)| = |km— p.
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X
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B
Obr. 1
Ukéazeme, Ze rovnica
3) | sinx| = |x|
ma jediny redlny koreni x = 0.
VSimnime si, Ze ak ¢islo x = xgy je korefiom rovnice (3), potom aj ¢islo x = —xg

je jej korefiom. PretoZe ¢islo x = 0 je zrejme koretiom rovnice (3), staci ukézat, Ze
rovnica (3) nema kladné korene. PretoZe pre kazdé reédlne ¢islo x plati | sinx| < 1,
pripadny kladny korefi rovnice (3) musf spifiat podmienku |x| < 1.

Ukézeme, Ze plati —x < sinx < x pre kazdé xe (0, %) Prva nerovnost’je zrejma,
pretoZe —x < 0 < sin x. Dokaz druhej nerovnosti vychidza z definicie funkcie sinus.
Na jednotkovej kruZnici si zndzornime uhly £ASQ a £BSQ, ktoré maji rovnakd
velkost’ x (pozri obr. 1). PretoZe &islo x je vyjadrenim velkosti uhla v oblikovej

miere, ka?dy z oblikov AQ a BQ mé dizku rovni &islu x. Z toho istého dévodu sa
dizky dse¢iek AP a BP rovnaji &islu sinx. PretoZe dsecka je najkratSou spojnicou
dvoch bodov, isetka AB je kratSia ako oblik AB , &iZe 2 sinx < 2x. Teda pre kazdé
xe (0, %) platf sinx < x.

Tym sme ukézali, Ze na intervale (0, %) plati | sinx| < |x|. Odtial’ vyplyva, Ze
rovnica (3) nem4 kladné korene. PretoZe rovnica (2) ma jediny redlny koreii x = 0,
z (2) dostdvame kn— p =0, t. j. p = kx. PretoZe p > 0, &islo k musi byt kladné.
V predchéidzajicej tlohe sme ukdazali, Ze ¢islo p = 2% je periédou danej funkcie.
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Zostava ndm preskimat ¢islo p = 7. PretoZe plati

T . i T T T .
te(5+ntsin (5+7)) =te(3-1) #1a(5+1) =te(5+ sing).

¢islo 7 nie periédou danej funkcie. Zdkladnou peridédou je teda Cislo 27.

V dalSom sa zameriame na funkcie, ktoré nie si periodické. V takychto tlohé4ch
Studenti Casto nevedia svoj ndzor podloZit argumentami, a to dokonca ani v jednodu-
chych pripadoch.

Pri niektorych elementarnych funkciach uZ nie je splnend podmienka 1) z definicie
periodickej funkcie. Ak napriklad defini¢énym oborom funkcie y = f(x) je niektory
z intervalov (a,o0), (a,0), (—e,a), (—eo,a), potom tdto funkcia nie je periodicka.
Skuto¢ne, ak by &islo p > 0 bolo jej periédou, potom by nastala jedna z nasledujicich
situécii:

x=a+§eD(f), alex—p € D(f), resp.

x:a—geD(f),alex—}-p ¢ D(f).

Z tohto dovodu napriklad funkcia y = sin 1/x nemdZe byt periodicka.

Dalsfm typom funkcif, ktoré neméZu byt periodické, s prosté funkcie. Skutoéne,
pre prostd funkciu y = f(x) z rovnosti f(x+ p) = f(x) vyplyvax+ p = x, &iZze p =0.
Z tohto dévodu napriklad funkcia y = 3” nie je periodicka.

Predchéddzajicu poZiadavku mdZeme oslabit. Staci napriklad predpokladat, Ze
definiény obor funkcie y = f(x) obsahuje taky interval (a,ec), na ktorom je funkcia
y = f(x) prostd. Skuto€ne, pre takito funkciu z rovnosti f(a+ p) = f(a) vyplyva
a+p =a, Cize p = 0. Z tohto ddévodu napriklad funkcia y = |x — 3| 4+ 2 nie je
periodicka.

Lema 1.

Predpokladajme, Ze funkcia y = f(x) je ohrani¢end na kaZzdom uzavretom inter-
vale?). Ak je funkcia y = f(x) periodickd, potom je ohrani¢end na celom svojom
defini¢nom obore.

Pozndmka 1. Tuto lemu Casto pouZivame pri dokazovani, Ze dand funkcia nie je
periodickd. Ak totiZ dand funkcia je ohrani¢end na kaZzdom uzavretom intervale, ale
pritom na celom definiénom obore nie je ohranicend, nemoze byt periodicka.

2&ize pre kazdy uzavrety interval (a,b) existuje takd redlna konstanta k, Ze plati:

ak xe (a,b) N D(f), potom |f(x)| < k
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PretoZe spojité funkcie st ohrani¢ené na kazdom uzavretom intervale, ktory cely
leZi v ich defini¢nom obore, podla lemy 1 plati:

Veta 1.
Predpokladajme, Ze funkcia y = f(x) je definovand a spojitd na celom R. Ak
funkcia y = f(x) nie je ohrani¢end, potom nemdZe byt periodicka.

Uloha 3.
Dokézte, Ze funkcia y = x - cos (2x) nie je periodicka.

Rielenie. Zrejme plati D(f) = R. Uk4Zeme, Ze dand funkcia nie je ohrani¢end. Nech
k je Tubovolna redlna kon$tanta. Nech n je také prirodzené &islo, Ze nmt > k. Potom
plati | f(nm)| = |nm- cos (2nm)| = nw > k.

Uloha 4.
2 3

DokaZte, Ze funkcia y = x - sin “x — x° nie je periodicka.

RieSenie. Zrejme plati D(f) = R. UkaZeme, Ze dand funkcia nie je ohrani¢end. Nech
k je Tubovol'na re4lna konstanta. Nech n je také prirodzené &islo, Ze (nm)® > k. Potom
plati | f(nn)| = |n®- sin?(nw) — (nn)3| = (n7)® > k.

Uloha 5.
Doka#te, Ze funkcia y = x- sinx- sin (x?) nie je periodicka.

Riesenie. Uk4Zeme, Ze dand funkcia nie je ohrani¢end. Nech & je lTubovolné prirodzené
Cislo. Polozme

2 2
T (/1 1 T (5 1
oG =—=-{=+2k}| —= ==~ =+4+2k] —-.
T (6 * ) v Be=3 (6 * ) 4
Teraz rozdelime celu Ciselnd os na intervaly
. (=2,-1), (-1,0), (0,1), (1,2), (2,3), (3,4),
Cislo oy lezi v jednom z tychto intervalov, teda existuje také celé Cislo n, Ze plati

n—1 < oy < n. Nie je tazké overit, Ze potom n < 1+ o < B,. Odtial’ vyplyva, Ze
plati o, < n < PB,. Upravou tejto nerovnosti dostavame®)

T i 5T
— 42k 1/— 2 — )
6-|— T < 2+ nn < 6+2k1t

3pretoze oy > 0, Eislo n je prirodzené.
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Potom plati

x 1
f(,/g+2nn> =,/12t-+2mc- sin,/g-wnn-\sin (g+2mt)J> (E+2kn) 5>k

N A _—
" =~

=1

>Tum >3

Teda podl'a vety 1 dand funkcia nie je periodicka.

Veta 2.
Derivécia periodickej funkcie je periodicka funkcia.

Doékaz. Stagi zderivovat rovnost’ f(x+ p) = f(x). Dostaneme f'(x+ p) = f'(x).
Uloha 6.

Dokazte, e funkcia y = sin (x?) nie je periodicka.
RieSenie. UkdZeme, Ze funkcia y’ = 2x- cos (x?) nie je periodicka.

PoloZme f(x) = 2x- cos (x?). Nech k je Tubovoln4 redlna konstanta. Nech 7 je
také prirodzené &islo, Ze 8nm > k2. Potom plati

|f(V2nm)| =2 vV2nm- cos (2nw)| = 2-v/2nm > k.

Tym sme ukézali, Ze funkcia y' nie je ohrani¢ena. Teda podla vety 1 funkcia y' nie
je periodick4. Potom z vety 2 vyplyva, %e funkcia y = sin (x?) nie je periodicka.

Uloha 7.
Dokazte, Ze polynomicka funkciay = ag +aj x+ asx® +azx + -+ a,x" (a, #0)
nie je periodicka.

Rieenie. PretoZe funkcia y""~1) =n!.q, - x nie je ohrani¢end, podla vety 1 nie je
periodicka. Potom z vety 2 vyplyva, Ze dana polynomicka funkcia nie je periodicka.
Uloha 8.

DokaZte, Ze funkcia y = x - cotg x nie je periodicka.

RieSenie. Sporom. Budeme vychadzat z predpokladu, Ze dana funkcia je periodicka.
Potom existuje také kladné &islo p, Ze pre kazdé redlne Cislo x z defini¢ného oboru
danej funkcie plati:

4) (x+ p) - cotg(x+ p) = x - cotg x.
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Rovnost’ (4) teda plati aj pre x = % Po dosadeni dostavame:

L T L T
(—2—+p) -cotg<—+p) = —-cotg =

2 2 2
=0
T |
(§+p) -cotg (5 +p) =0
N —
>0
T
cotg (5 +p) =0
T T
—= = —+kn, ke Z
g TP=g T ke
p=kn, ke Z.
PretoZe p je kladné redlne ¢islo, mame:
p=kr, ke N.

Po dosadeni do (4) dostdvame:
(x+km) - cotg(x +kmt) = x- cotgx
N ——r
=cotgx
(x+km) - cotgx = x-cotgx
x-cotgx+km-cotgx =x-cotgx
km-cotgx =10
cotgx = 0.
Tym sme ukdzali, Ze pre kazdé redlne Cislo x z defini¢ného oboru danej funkcie plati:
cotgx = 0.
Tento spor ukazuje, Ze dand funkcia nemdZe byt periodick4.
Predchadzajicu dlohu méZeme vyrieSit’ aj pomocou nasledujicej vety.

Veta 3.
Nech y = f(x) je periodicka funkcia. Ak funkcia y = x- f(x) je periodick4, potom
f(x) = 0 pre kazdé xe D(f).

Doékaz. Predpokladajme, Ze existujd konStanty 7 > 0 a p > 0 také, Ze pre kazdé
x€ D(f) plati:

(5) flx+T) = f(x),
(6) (x+p)- flx+p) =x-f(x).
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Nech xe D(f). Potom podFa (5) a (6) mame:

(c+T)+p)- f(x+T)+p) = x+T) - fx+T) = (x+T) - f(x)
(7) =f(x)
=x-f()+T-f(x)

((x+p)+T) f((x+p)+T) = ((x+p) +T)- f(x+p)
=f?x,+p)
(8) = (x+p)-fx+p)+T- f(x+p)
—x.f(x)
=x-f(x)+T- f(x+p)

Podla (7) a (8) méme:

x-fx)+T-f(x)=x-f(x)+T- f(x+p)
9) T-f(x)=T-f(x+p)
f(x) = flx+p)

Podla (6) a (9) mdme:

(x+p)- f(x+p) =x-f(x)

=f(x)
(x+p)- f(x) =x- f(x)
x-f(x)+p-f(x) =x-f(x)
p-flx)=0
f(x)=0.

(10)

Na zaver sa zamyslite nad otdzkou, ¢i funkcia y = log(log( sinx)) je periodicka.
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