1. Ukéazte, Ze neprazdny systém % podmnozin mnoziny X je okruh prave vtedy,
ked st splnené obidve nasledujice podmienky:
(i) A, BeZ=ANBec%,
(i) A,B € Z = AAB € %, kde AAB je symetrickd diferencia mnoZin, t. j.
AAB=(A-B)U(B - A).

2. Nech .7 je nejaky systém podmnozin mnoziny X. Nech .# je nejakéd o-algebra
podmnozin mnoziny X. Ukazte, ze . C .F prave vtedy, ked 7, (/) C 7.

3. Nech X =(0,1), ¥ = {(a,b) : 0 < a < b < 1}. Definujme funkciu p takto:

b—a aka#0,
400 ak a = 0.

ulta.0) = {

Rozsirte funkciu pu na &(&) tak, aby bola aditivna. Bude aj o-aditivna ?
4. Nech p* je vonkajsia miera. Ak p*(EAF) = 0, potom p*(E) = p*(F). Dokazte!
5. Nech Z je okruh a p je miera na #Z. Nech A, € Z (n =1,2,...). Ukézte, ze

plati
1 (U m Ak> < liminf p(A,).

n=1k=n

1. Ukézte, %e kazd4a monoténna funkcia je borelovsky meratelna.
2. Let S = (0,1). Give an example of bounded measurable functions f,, on S so
that / frndp=1for all n and f,(z) — 0 for all x € S.
s
3. Nech X ={1,2,3,...}, . je systém vSetkych podmnozin mnoziny X a u miera

definovand tak, Ze u(E) = pocet prvkov mnoziny E. OpisSte vSetky nezdporné in-
tegrovatelné funkcie.

4. Ak (X,.,u) je taky priestor s mierou, ze X € &, pu(X) < oo a {fn}>,
je postupnost integrovatelnych funkcii, ktora rovnomerne konverguje k funkcii f,

potom f je integrovatelnd a plati /fd,u = lim /fnd,u. Dokazte.
n—oo

5. Ak f je takd meratelnd funkcia, Ze / fdp = 0 pre kazdi mnozinu E € .7,
E

potom f = 0 skoro vSade. Dokazte.



1. Nech Al = (Z), A2 = <0,1), A3 = <072), A4 = <1,3), A5 = <0,3), A6 = <O,4)
Zistite, ¢i systém 2 = {A1, As, Az, Ay, As, Ag} podmnozin mnoziny X = (0,4) je
g-okruh. Najdite najmensi okruh nad systémom 2.

2. Nech Z je systém z prikladu 1. Definujme funkciu p: & — (—o00, 00) nasledu-
jucim sposobom: p(A;) = 0, p(Az) = u(As) = p(As) = 2 a p(A4s) = p(As) = 4.
Zistite, ¢i funkcia p je na 2 aditivna. Zistite, ¢i existuje jej aditivne rozsirenie na
3. Nech X = N. Definujme mnozinovt funkciu p nasledujicim spésobom: Ak

E C X je konecnd, polozme pu(E) = 25, kde n je pocet prvkov mnoziny E. Ak

E C X je nekone¢nd, polozme u(E) = 1. Najdite vSetky p-meratelné mnoziny.

4. Nech u* je vonkajsia miera. Nech £ C X. Predpokladajme, zZe pre kazdé € > 0
existuje p*-meratelnd mnozina F' C F taka, ze u*(F—F) < . Dokazte, Zze mnoZina
E je p*-meratelna.

5. Nech # je okruh a p je miera na #Z. Nech A, € Z (n = 1,2,...) st také, ze
,u( U An) < oo. Ukazte, ze plati
n=1

1 (ﬁ [j Ak> > limsup u(Ay).

n—oo
n=1k=n



