PLOSNE INTEGRALY

(J. L. Lagrange, 1788)

PrLocHy

Plochou budeme nazyvat hodograf vektorovej funkcie ¥ dvoch premennych u, v,
ktord ma tieto vlastnosti:

1) jej definiény obor je suvisld mnozina G C Es;

2) je spojitd na mnozine G;

3) existuje taky rozklad {G}}r mnoziny G, Ze na mnozine | J, G;, je prosta.

Speciélne, ak je funkcia 7 prosta na celej mnozine G, hovorime o jednoduche;j ploche.
Ohranic¢ent uzavretu oblast G C Ey budeme nazyvat requldrnou oblastou v Es, ak
jej hranica je zjednotenim konec¢ného poctu navzajom disjunktnych jednoduchych
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uzavretych po castiach hladkych kriviek. Ak k je pocet tychto kriviek, hovorime, ze
G je k-ndsobne stuvisld. Ak k = 1, hovorime, ze G je jednoducho sivisld oblast.
Vektorova funkcia 7, ktorej hodografom je plocha S, sa nazyva parametrické vyjad-
renie plochy S. Rovnica

7= 7(u,v), [u,v]€ G,

sa vola parametrickd rovnica plochy S.

Plochu, ktorej obor parametrov G je jednoducho sivisld regularna oblast, budeme
nazyvat elementdrna plocha alebo list. Ak tato plocha je okrem toho jednoduché,
budeme ju volat jednoduchy list.

Nézorne si mozeme predstavit, Ze jednoduchy list vznikne spojitou deforméciou
rovinnej elastickej dosticky.

Nech existuje taky konecny rozklad {Gy}r oblasti G, Ze kazdd z mnoZin Gj je
ohranic¢ena jednoduchou uzavretou po déastiach hladkou krivkou a nech Iubovolné
dve z nich maju spolo¢ny iba oblik alebo jeden bod alebo Ziaden bod. Ak je plocha
S parametrizovana rovnicou

7 =7(u,v), [u,v]€Qq,

a tato funkcia mé spojité parcidlne derivacie na Gy, ktoré st linedrne nezavislé,
hovorime, ze plocha S je po kuskoch hladkd.
Ak prislusné parcidlne derivacie si spojité na G a st linedrne nezavislé, hovorime,

ze plocha S je hladkd alebo reguldrna.



PLOSNY INTEGRAL PRVEHO DRUHU

Nech S je jednoduchy regularny list a ¥ = 7(u,v), [u,v] € G je jeho parametrizécia.
Nech f je funkcia troch premennych, ktord je definovani a spojitd na S. Plosny
integrdl prvého druhu definujeme vztahom

yf(%ya )dS = fff ) - 7L (u,v) X 7o (u,v)| dudv.

Tento integral nezavisi od orientécie plochy. Definovali sme ho za prepokladu, Ze S
je jednoduchy reguldrny list. Tato definiciu moZno zovSebecnit aj na pripad, ked
S je po Castiach regularny list. Specidlne méze byt plocha S aj uzavreta. Potom
plosny integral oznacujeme
4p fdS.
S

Ak 7 = 7(u,v) = 2(u,v) .7 + y(u,v) . j + 2(u, v) . k, potom
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Ak ploche S priradime ur¢itt hmotnost, hovorime o hmotnej ploche. Pre celkovi
hmotnost m plochy S s hustotou h = h(z,y, z) plati:

m= [[h(z,y,z)dS
S



Statické momenty plochy S vzhladom na stradnicové roviny su:
S = [[z.h(x,y,2)dS, S = [[y.h(z,y,2)dS, SY* = [[x.h(z,y,z)dS.

5 s 5

Momenty zotrvacénosti vzhladom na stradnicové osi st
Jo = [[ (*+2%) . h(z,y,2)dS, Jy = [[ @+ 22) . h(z,y, 2)dS,
s s
J. = [[(2* +y?) . h(z,y,2)dS.
s

Suradnice taziska si:

TrT = s Yyr = , RT = .
m m m

ORIENTOVANE PLOCHY

Orientovat krivku znamenalo zvolif jeden z dvoch smerov stvisiacich s touto
krivkou, t.j. jeden z moznych smerov dotykového vektora. Vyznamny smer na ploche
je smer normélového vektora. Tu mame tiez dve moznosti volby. Ked urobime tuto
volbu, hovorime, Ze sme orientovali plochu.

Nech S je po kuskoch hladka plocha danad parametrickym vyjadrenim

7 =7(u,v), [u,v]eqG.



Ak polozime:

ii = (7w 0) % 7} ()
hovorime, ze sme plochu orientovali stihlasne s jej parametrickym vyjadrenim. V
pripade, Ze polozime

. . ., 0
il = — (7 (u, v) X 7 (u, 0))"

hovorime, ze sme plochu orientovali nestihlasne s jej parametrickym vyjadrenim.

Existuju hladké plochy, ktoré st neorientovatelné (Mobius, 1858). Na to, aby
sme orientovali jednoducht hladkt plochu, staéi ur¢it jednotkovy normalovy vektor
v jednom jej bode.

PLOSNY INTEGRAL DRUHEHO DRUHU

Nech S je orientovany jednoduchy regularny list a F spojita vektorova funkcia
troch premennych, ktorej definiény obor obsahuje S. Nech ¥ = #(u,v), [u,v] € G, je
parametrizacia plochy S. Potom plosny integrdl druhého druhu definujeme takto:

gfﬁ.d,g: ﬁ:éf F(7(u,v)) . [F(u,v) x 7 (u,v)] dudv,

ricom znamienko “+4” pouzijeme v pripade, Ze plocha S je orientované suhlasne s
p b ] ,
danou parametrizaciou.
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Ak F(X)=P(X).i+Q(X).7+ R(X).

ffFacy, ).dS =+[[| 2 (u,v
(u,v) Yy (u,v)

x,y] € G, potom:

o
Ak S je grafom funkcie z = z(x,y), |

f [ F(z,y,2). dS==+ f [ [-Py.2(z.)) - 2 (2.9)~Q(z,y,2(2,y)) . 2 (x.9) + R(z,y.2(z,y))|dedy .

Mnozstvo tekutiny, ktoré pretecie orientovanou plochou S za jednotku ¢asu mozno
vypodéitat pomocou integralu

ffﬁ(a:,y,z).dg,
5

kde F je vektorové pole rychlosti pridenia. Uvedeny integral sa vola tok vektorového
pola orientovanou plochou.

INTEGRALNA VETA GAUSSOVA

Hovorime, ze jednoduché uzavreta plocha S je orientovana tak, ze normdla sme-
ruje von, ak v kazdom bode A plochy S, v ktorom existuje dotykova rovina, jed-
notkovy normalovy vektor 7i(A) je zvoleny tak, Ze Ziadny bod tvaru A+¢.7(A) pre
0 <t <4, kde ¢ je dost malé kladné ¢islo, nepadne do vnutra plochy S.



Gaussova veta. (Gauss, 1813; Ostrogradskij, 1826) Nech Q2 C Es5 je oblast a G C
Q je ohranicend oblast, ktorej hranicou je jednoduchd uzavretd po castiach hladkd
plocha S orientovand vonkajsim normdlovym vektorom. Nech vektorovd funkcia F
troch premennych je definovand a spojitd na oblasti Q@ a md na nej spojité parcidlne
derivacie prvého radu. Potom plati:

Ip F.dS=[[[ div F dedyd:= .
5 G

Pomocou Gaussovej vety moZno odvodit vzorec na vypocet objemu ohranicenej me-
ratelnej oblasti G C Es:

/L(G):%' # (z.ity.j+z.k).dS,
S

kdeS je hranica oblasti G orientovand tak, Ze normdla smeruje von.

INTEGRALNA VETA STOKESOVA

Ak pre orientovant plochu S a jednoduchi uzavret orientovana krivku K leziacu
na ploche S plati, Ze zo smeru jednotkového normélového vektora sa obiehanie
po krivke javi proti smeru pohybu hodinovych ruciciek, hovorime, ze krivka K je

orientovand sthlasne s plochou S.
7



Stokesova veta. (1854) Nech Q@ C E3 je oblast a S C Q po castiach reguldrna
orientovand plocha, ktorej okrajom je uzavretd po castiach requldrna krivka K. Nech
krivka K je kladne orientovand vzhladom na S. Nech vektorovd funkcia Fa jej
parcidlne derivdcie prvého rdadu su spojité na oblasti Q). Potom plati:

7{ F(X).di = [[ rot F(X).dS.
K S



