POPISNA STATISTIKA

Meranie je zistovanie hodnoty danej veli¢iny porovnavanim s veli¢inou toho istého
druhu, ktora bola prijata za jednotku. Pri opakovani merania pri nezmenenych podmien-
kach dostdvame mierne sa odliSujuce hodnoty. Je to sposobené nedokonalostou Tudskych
zmyslov a reflexov, ako aj nedokonalostou meracich pristrojov. Skuto¢na hodnota danej
veli¢iny zostava pri merani neznama. Tento fakt sa nazyva neistota merania.

Priklad 1. Pri merani dizky stéiastky (v mm) boli ziskané tieto vysledky:

6.04 599 6.03 6.03 6.00 6.02 6.01 6.01 599 5.98
6.00 6.02 6.00 6.01 6.01 599 6.00 6.02 6.01 6.02

Ciselné udaje zapisujeme v takom poradi, v akom sme ich ziskali (raw data). Takto
vznikne tzv. prvotnd tabulka. Celkovy pocet hodnot v prvotnej tabulke oznacujeme sym-
bolom n. Teda prvotna tabulka mé tvar:

I To I3 Ty Is e I

Ciselné tidaje v prvotnej tabulke sa oznac¢uji symbolom xj.

Ciselné hodnoty mézeme usporiadat podla velkosti od najmensej hodnoty po najvicsiu,
pri¢om rovnaké hodnoty zapiSeme tolkokrat, kolkokrat sa vyskytuja (ordered data). Pre
tdaje z prikladu 1 dostavame nasledujicu tabulku:

598 599 599 599 6.00 6.00 6.00 6.00 6.01 6.01
6.01 6.01 6.01 6.02 6.02 602 6.02 6.03 6.03 6.04

Takto vznikne tzv. variacny rad, ktory méa tvar:
T(1) ST(2) SE) ST S S ST
Ciselné tidaje vo varia¢nom rade sa ozna¢ujii symbolom T(j)-

V pripade, Ze sa niektoré hodnoty opakuji, mézeme pouzit tzv. variaéni tabulku. V pr-
vom stlpci st navzéjom rézne hodnoty a v druhom stipci im odpovedajtce pocetnosti
(frequencies) vyskytu. Pre udaje z prikladu 1 dostdvame nasledujicu tabulku:

Ty nj Ly nj
5.98 1 Iy ni
5.99 3 T2 )
6.00 4 I3 ns
6.01 5
6.02 4
6.03 2
6.04 1 T, n,

Pocet navzajom roznych hodndt oznacujeme symbolom £. Pocetnost (frequency) vyskytu
hodnoty x; oznacujeme symbolom n;.



Na grafické zndzornenie nameranych hodnot pouzivame tzv. histogram (histogram).
Teoreticky priptastame, ze je mozné namerat Tubovolni hodnotu z istého intervalu. V sku-
to¢nosti vSak vysledky merania ziskavame vzdy iba s istou presnostou. Napriklad hodnoty,
ktoré boli zaznamenané ako 6.02, st v skutocnosti ¢isla leziace niekde medzi 6.015 a 6.025.
Nemdame vSak Ziadnu moZnost zistif ich presnii polohu v uvedenom intervale. Z tohto
dovodu zostrojime histogram ako stipcovy diagram. Nad kazdym takjmto intervalom so
stredom v bode z; nakreslime obdlznik, ktorého vyska je imerna pocetnosti n;. Histogram
pre varia¢nu tabulku z prikladu 1 vidime na obrazku 1.

I I I I I
598 59 6 601 602 603 604

Obr. 1

Jednou z najdolezitejsich vlastnosti rozlozenia pocetnosti je poloha (central tendency).
Uréujeme ju pomocou strednijch hodnét, okolo ktorych sa namerané tdaje sustreduja.

NajpouzivanejSou strednou hodnotou je aritmeticky priemer (arithmetic mean). Poéi-
tame ho podla vzorca:

sucet vSetkych nameranych tdajov

aritmeticky priemer =
yp pocet vSetkych nameranych udajov

Aritmeticky priemer ozna¢ujeme symbolom Z. Pri jeho pouzivani musime dévat pozor
na jednu neprijemnt vlastnost. Je extrémne citlivy na vybocujuce tidaje, ktoré sa napadne
odlisuja od ostatnych.

Pre tdaje z variacnej tabulky vzorec pre aritmeticky priemer mé tvar:

L
=1

Modus (mode) je charakteristika odvodend z histogramu. Predstavuje polohu jeho ma-
xima. Pri jeho urceni vychddzame z predpokladu, Ze namerané hodnoty sa v modalnom
intervale viac koncentruji k tej hranici, ktorej susedny interval mé vicsiu pocetnost (pozri
obrazok 2).
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Obr. 2
7 podobnosti trojuholnikov vyplyva, ze plati:

T—a (a+h)—2

dy do
Odtial dostdvame:
i—ath —2
B di +ds

Pritom
a je zaciatok modélneho intervalu (t. j. intervalu s najvéi¢Sou pocetnostou),
a+h je koniec modalneho intervalu,
h je dlzka modalneho intervalu,
dy je rozdiel medzi pocetnostou modéalneho a predchddzajiceho intervalu,
do>  je rozdiel medzi pocetnostou modéalneho a nasledujiceho intervalu.

Tento vypocet vyuziva iba tri intervaly v blizkosti maxima. Preto modus nie je citlivy
na vybocujice tdaje.

Medidn (median) rozdeluje varia¢ny rad na dve rovnako pocetné Gasti.
Zacneme konkrétnym prikladom. Pozrime sa na variac¢ni tabulku z prikladu 1. Pretoze
vysledky merania ziskavame vZdy iba s istou presnostou, nemdme Ziadnu moZnost zistit
ich presnu polohu. Z tohto dévodu budeme predpokladat, Ze v kazdom intervale (t. j. medzi
¢islami z; — h/2 a x; + h/2) st namerané hodnoty rozlozené rovnomerne.

5.98 5.99 6.00 6.01 6.02 6.03 6.04

|—0—|—0—‘—0—‘—0—LO—LO—LO—L0—L&L&L&LQ—LQJ—Q—LQ—LQ—LQJ—Q—‘—Q—I—O—,
5.975 5.985 5.995 6.005 6.015 6.025 6.035 6.045

Teraz musime identifikovat interval, v ktorom medidn lezi. V naSom priklade méme
20 vysledkov merania. Teda 10 hodnot by malo lezat pod medidnom a 10 nad medidnom.
V prvom intervale mame 1 namerant hodnotu, v prvych dvoch 4, v prvych troch 8, v prvych
Styroch 13. Teda median lezi vo §tvrtom intervale, t. j. medzi ¢islami 6.005 a 6.015. Dizka
tohto intervalu je h = 6.015 — 6.005 = 0.01.



Pretoze v medianovom intervale lezi 5 nameranych hodnét, rozdelime tento interval na
5 rovnakych casti. Pretoze v prvych troch intervaloch lezi 8 hodnét, potrebujeme k nim
pridat este dve hodnoty. Teda musime ist do 2/5 medidnového intervalu. Z tohto dévodu
k dolnej hranici medidnového intervalu pridame (2/5) - h. Potom plati:

medién = 6.005 + (2/5) - 0.01 = 6.009

i

|—0—|—0—‘—0—‘—0—LO—LO—L0—L0—L&L&L&LQ—LQJ—Q—FQ—LQ—LQJ—Q—‘—Q—I—O—,
5.975 5.985 5.995 6.005 6.015 6.025 6.035 6.045

Medidn oznacdujeme symbolom Z. Predchddzajuci vypocdet mozno zapisat vzorcom:

n
53— Ni1

n;

T=a+h-

kde
a je zaciatok medianového intervalu,
n; je pocetnost medidnového intervalu,
Ni—1 =n1+na+---+n;_1 je siet pocetnosti zo vetkych intervalov (t. j. kumulativna
pocetnost), ktoré predchadzaji medidnovému intervalu,
h je dlzka medidnového intervalu,
n je pocet vSetkych nameranych hodnot.

Pritom kumulativne pocetnosti (cummulative numbers of frequencies) N; definujeme
nasledujicim spésobom:

Ni=mn
N2:n1+n2
Nz =n1 +n2 +ng

Ne=ni+ng+ng+---+ng=n

Dalsou z vlastnosti rozloZenia poécetnosti je variabilita.
Prvy népad, totiz pouZit priemernt odchylku od aritmetického priemeru, je nepouzitelny.
Je to spdsobené tym, ze plati:

1 < 1 < 1 ‘
E-Z(xi—j)'ni:E-ZIi'ni—E'j'Zni:j—fZO
i=1 i=1 i=1
- SN—~—
=T =n

Vhodnejsi je priemer z druhych mocnin odchylok, tzv. disperzia (variance):

1
5225'2($i—j)2'ni

Disperzia charakterizuje rozptyl idajov okolo aritmetického priemeru. Nevyhodou disperzie
je, ze jej fyzikalny rozmer je druhou mocninou fyzikalneho rozmeru meranej veli¢iny. Preto
sa zavadza strednd kvadratickd odchylka (standard deviation):

S =+/82



Pri vyberovom sktimani sa pouziva tzv. vgberovd disperzia (sample variance):

n—1

‘
1
s? = . Z(:L’Z —z)% n,
i=1
a vyberovd odchylka (sample deviation):

s= Ve

Mierou rozptylu je aj kvartilovd odchylka (quartile deviation), ktoré je definovand ako
polovica vzdialenosti medzi prvym a tretim kvartilom:

Q3 — Qs
Q.D. ===t

Medidn & = Q2 oddeluje dolnych 50% hodnot od horngch 50% hodnot. Prug kvartil (first
quartile) Q1 oddeluje dolnych 25% hodnoét od hornych 75% hodnét (pouziva sa aj nazov
dolny kvartil). Poc¢itame ho podla vzorca:

S

- Ni*l

n;

Qi=a+h-

kde

a je zaciatok intervalu obsahujuceho prvy kvartil,

n; je pocetnost intervalu obsahujtceho prvy kvartil,

Ni—1=n1+ng+---+n;_1 je siet pocetnosti zo vetkych intervalov (t. j. kumulativna

pocetnost), ktoré predchddzaji intervalu obsahujicemu prvy kvartil,

h je dlzka intervalu obsahujtceho prvy kvartil,

n je pocet vSetkych nameranych hodnot.

Treti kvartil (third quartile) Q3 oddeluje dolnych 75% hodnot od hornych 25% hodnot
(pouziva sa aj ndzov horng kvartil). Po¢itame ho podla vzorca:

3n
Qs=a+h- G N
(3
kde
a je zaCiatok intervalu obsahujuceho treti kvartil,
n; je pocetnost intervalu obsahujtceho treti kvartil,
Ni—1=n1+ng+---+n;_1 je siet pocetnosti zo vetkych intervalov (t. j. kumulativna
pocetnost), ktoré predchddzaji intervalu obsahujicemu treti kvartil,
h je dlzka intervalu obsahujtceho treti kvartil,
n je pocet vSetkych nameranych hodnot.

Vsimnime si, ze medzi prvym a tretim kvartilom lezi 50% zo vSetkych nameranych
hodnét.



Sposob znazornenia vSetkych troch kvartilov, ako aj najmensej hodnoty a najvicsej
hodnoty, sa vola bozx-and-whisker plot:

[ 2

Tmin Q1 T Q3 Tmax
Obr. 3

V dalsej ¢asti sa budeme zaoberat charakteristikami koncentracie hodnot ¢iselnych tda-
jov.

Koeficient Sikmosti (coefficient of skewness) je zaloZeny na porovnani stuptia koncentra-
cie maljch hodnét so stuptiom koncentracie velkych hodnét. Rovnaky stupeni koncentrécie

.....

pen koncentracie malych hodnét v porovnani so stuptiom koncentracie velkych hodnot sa
prejavuje kladne zosikmenym tvarom histogramu pocetnosti (pozri obrézok 4). VA stu-
peti koncentrécie velkych hodnot v porovnani so stuptiom koncentracie malych hodnot sa

prejavuje zaporne zoSikmenym tvarom histogramu pocetnosti (pozri obrazok 5).
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Obr. 4 Obr. 5



Koeficient $ikmosti poc¢itame podla vzorcas:

M3
73—@

kde

je tzv. treti centrdlny moment.

Koeficient Spicatosti (coefficient of kurtosis) je zaloZeny na porovnani stupiia koncen-
trécie hodnot strednej velkosti so stuptiom koncentracie ostatnych hodndt. Rovnaky stupen
koncentrécie prostrednych hodnoét a ostatnych hodnot sa prejavuje plochostou histogramu
pocetnosti (pozri obrazok 6). Vyssi stupenn koncentracie prostrednych hodnét v porovnani
s ostatnymi hodnotami sa prejavuje SpicatejSim tvarom histogramu pocetnosti (pozri ob-

Azok
razok 7).
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Obr. 6 Obr. 7

Koeficient $picatosti poc¢itame podla vzorca:

_ M4

Y4 = g1
kde
1
fa == 'Z(Ii—f)4'ni

i=1

je tzv. Sturty centrdlny moment.



Pri velkych stiboroch (viac ako 50 hodnot) bude mat histogram ,hrebetiovity* tvar,
v ktorom sa niektoré intervaly Uiplne prazdne alebo len velmi méalo obsadené.

Priklad 2. Nasledujuca tabulka obsahuje vysledky merania:

961 555 569 555 567 559 567 555 566 557 580 568 561 572 563
974 542 562 542 572 564 560 569 543 560 565 568 558 539 550
966 563 562 546 570 582 568 565 561 554 548 558 586 562 559
558 545 563 557 574 550 562 557 566 559 576 560 554 552 541
534 574 560 548 573 562 556 577 554 564 567 546 571 563 557
552 562 550 551 566 576 572 542 569 556 557 555 569 571 HTH
956 540 557 549 577 562 552 568 554 568 554 531 568 567 545
566 547 571 558 555 550 555 562 550 561 552 571 559 556 558
554 580 571 560 553 549 544 565 557 562 580 546 538 553 5H41
572 544 556 542 552 571 555 560 564 565 538 552 552 563 5HTT
566 560 544 548 560 549 543 560 552 570 560 549 567 543 542
938 552 549 553 561 566 549 543 561 547 547 587 576 576 563
947 548 556 562 537 554 548 572 569 568 550 558 574 560 545
560 545 536 557 561

Namerané hodnoty najskor usporiadame do variacného radu. ZapiSeme ich skratenym
sposobom, ktory sa nazyva stem-and-leaf display:

53146 788 89

54011 222 223 333 444 555 566 677 778 888 899 999 9

55/000 000 122 222 222 233 344 444 445 555 555 666 666 777 777 778 888 889 999

56/000 000000000111 111 122 222222223 333 334 445 555 666 666 677 777 888 888 899 999
57|001111 112222234 444 566 667 77

58/000 267

Napriklad v prvom riadku mame zapisané ¢isla 531, 534, 536, 537, 538, 538, 538, 539.

Prislusny histogram vidime na obrazku 8. Takéto histogramy sa pouzivaja napr. v digi-
talnej fotografii. V tomto histograme st niektoré intervaly prazdne, alebo len velmi maélo
obsadené. Je to sposobené tym, Ze intervalov je prili§ vela. Oblast vyskytu hodnét preto
rozdelime na primerany pocet intervalov rovnakej dizky. Pri velkom poéte intervalov bude
mat histogram este stéle ,hrebenovity* tvar, pri malom pocte intervalov bude mat histo-
gram mala informa¢na hodnotu.

V literatiire mozno néjst mnozstvo roznych vzoréekov na urcéenie pocétu intervalov k.
Asi najjednoduchsi je
kE=+n

Niektori autori odporucaju tzv. Sturgesovo pravidlo:

k=1+logyn
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Obr. 8

Tento vzorec vdadi za svoj vznik nasledujicemu pozorovaniu. Ak n = 2¥~1 potom
¢islo n moZno vyjadrit (pomocou binomickej vety) v tvare saétu k kombinaénych &isel.
Napriklad:

o= (00 ()+ )0+ ()

k=T scitancov

Ak z rovnosti n = 27! vyjadrime k, dostavame k = 1 + log, n.

Ziadny z tak§chto vzorcov viak nemdze maf univerzalnu platnost, pretoze optiméalny
vyber pocCtu intervalov zalezi nielen od po¢tu nameranych tdajov, ale aj od sposobu ich
rozlozenia v oblasti vyskytu. Tato skutocnost zohladiiuje vzorec:

kE=A-no

pricom ¢islo A zavisi od spdsobu rozloZenia nameranych tdajov. Bolo zistené, ze ¢islo A
kolise medzi 0.55 az 1.25.

Uvedené vzorce povazujeme iba za orientac¢né. Niektori autori dokonca namiesto vzorcov
iba uvadzaju, ze je vhodné zvolit k niekde medzi 7 az 15.

Namerané hodnoty spracujeme do tzv. tabulky variacného triedenia (frequency distribu-
tion). Pre udaje z prikladu 2 bude mat tvar:
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Stated limits Zj n;
530 — 534 532 2
535 — 539 537 6
540 — 544 542 15
545 — 549 547 22
550 — 554 552 26
555 — 559 557 31
560 — 564 562 38
565 — 569 567 28
570 — 574 572 18
575 — 579 577 8
580 — 584 582 4
585 — 589 587 2

Pritom symbolom z; sme oznadili stred (mid-value) intervalu I;.

V skutocnosti vSak vysledky merania ziskavame vZdy iba s istou presnostou. Napriklad
hodnoty, ktoré boli zaznamenané ako 562, st1 v skutocnosti ¢isla leziace niekde medzi 561.5
a 562.5. Nemame vSak ziadnu moznost zistit ich presnii polohu v uvedenom intervale.
Predchadzajicu tabulku teda upravime do tvaru:

True limits zj n;
529.5 — 534.5 532 2
534.5 — 539.5 537 6

539.5 — 544.5 542 15
544.5 — 549.5 547 22
549.5 — 554.5 552 26
554.5 — 559.5 957 31
559.5 — 564.5 562 38
564.5 — 569.5 567 28
569.5 — 574.5 572 18

574.5 — 579.5 LY 8
979.5 — 584.5 582 4
584.5 — 589.5 587 2

Ciselné charakteristiky z tabulky variaéného triedenia poéitame takym istym sposo-
bom, ako z varia¢nej tabulky, len namiesto nameranych hodnét z; dosadzujeme zastupné
hodnoty z;. Napriklad vzorec pre aritmeticky priemer bude mat tvar:

T =

S|

k
=1

Takto vypocitané ¢iselné charakteristiky sa lisia od ¢iselnych charakteristik vypocitanych
z povodnych tdajov. Je to spésobené tym, ze namerané hodnoty nie sii v triednych interva-
loch rozlozené rovnomerne, ale sa zhustuji smerom k tej hranici intervalu, ktora lezi bliZsie
k vrcholu histogramu. Ak teda namiesto skutoéne nameranych hodnot pouZijeme stredy
intervalov, dopustame sa urcitého skreslenia. Na odstranenie tohto skreslenia pouzivame
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tzv. Sheppardove korekcie:

1
51307-.252—5"1
1, 7
or. =g — = - SR+ — . p
Hakor. = pa = 5 - 57"+ g5

Dodajme, Ze korekcia sa neprevadza pre aritmeticky priemer, ani pre treti centralny mo-
ment.

Histogram pre tabulku varia¢ného triedenia z prikladu 2 vidime na obrazku 9. Na porov-
nanie histogramov s ,idedlnym rozdelenim“ sti vhodnejsie tzv. visiace histogramy, pretoze
sa pri nich hodnotia odchylky od priamky, nie od krivky (pozri obrazok 10).

. = f%
w D 1

25

° \—L —I— —

532 537 542 547 852 557 562 567 572 577 582 587 532 537 B42 547 852 557 562 567 572 577 582 587

Obr. 9 Obr. 10

V Statistike sa moZeme stretnif aj s éiselnymi dajmi, ktoré maju diskrétny charakter,
nie su teda vysledkom merania.

Priklad 3. Sudiastky sa dodévaju v baleni po 100 kusoch. Zékaznik zistil nasledujtce
pocCty suciastok v jednotlivych baleniach:

99 100 98 101 98 100 102 99 99 100

Varia¢na tabulka pre tieto idaje méa tvar:

Zj nj

98
99
100
101
102

=W W N
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Na grafické znazornenie varia¢nej tabulky pouzivame stlpcovy diagram (obréazok 11),
pripadne polygon (obrazok 12).

Obr. 11 Obr. 12
Aritmeticky priemer a disperziu moézeme vypoditat priamo z prvotnej tabulky:

n

1 < 1
:z:?in SQ*E'Z(CM*E)Q
i=1 =1
alebo z varia¢nej tabulky:
1 < 1 <
a’czﬁ-in-m SQZE-Z(I,'—.%)Q n;
i=1 i=1

Pre daje z prikladu 3 mame Z = 99.6 a S = 1.44.

Avsak pri odvodeni niektorych ¢iselnych charakteristik boli podstatnym spésobom po-
uzité intervaly. Pri diskrétnych idajoch musime zvolif ina stratégiu. Najskor si vysvetlime
zdkladni myslienku. Budeme pri tom potrebovat empirickd distribuéni funkciu (empirical
distribution function). Pre varia¢nu tabulku ju definujeme nasledujiicim spdsobom:

0 ak <1
o ak z1 <z <29
5 ak xo <z < 3

F,_y ak zp_1 <z a

F ak x> xy

Pritom symbolom F}; oznacujeme tzv. relativne kumulativne pocetnosti (cumulative relative
frequency), ktoré definujeme takto:

N.
Fy=22



13

Varia¢nu tabulku pre udaje z prikladu 3 doplnime o absolutne a relativne kumulativne

pocetnosti:

T n; N; F}
98 2 2 0.2
99 3 5 0.5
100 3 8 0.8
101 1 9 0.9
102 1 10 1.0

Graf prislusnej empirickej

distribucénej funkcie vidime na obrazku 13. Z praktickych

dovodov je vhodnejsie pouzivat schodovity graf, ktory vidime na obrazku 14.

09

05

L
% % 100 101

Obr. 13

L
102 % % 100 101 102

Obr. 14

PretoZe median oddeluje dolnych 50% hodnot od hornych 50% hodnot, uréime ho ako
z-ova siradnicu toho bodu na schodovitom grafe empirickej distribu¢nej funkcie, ktorého
y-ova suradnica je 0.5. Ako vidime na nasledujucich obrazkoch, st mozné dve situacie.
Ak priamka y = 0.5 pretina zvisla ¢ast grafu (obrazok 15), hladany bod existuje jediny.
V opac¢nom pripade (obrazok 16) je takychto bodov nekoneéne vela — vypliiajt cely interval.
Za median zvolime stred tohto intervalu.

Pri praktickom poéitani medidnu z diskrétnych tidajov je vyhodnejSie vychadzat z va-

ria¢ného radu:

1) ak pocet pozorovani n je nepéarne ¢islo, potom median je td4 hodnota vo variaénom

n+1

rade, ktorej poradové ¢islo je 5 ;

2) ak n je parne ¢islo, potom medidn uréime ako aritmeticky priemer z dvoch susednych

n-n
hodn6t vo variaénom rade, ktorych poradové ¢isla st 5 a 3 + 1.
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T T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T1 Ty T3 Ty T5 Te T7 T8 X9 T1 Ty T3 Tg Ts Te T7 T8 T9 T10
Obr. 15 Obr. 16

Moézeme to zapisat nasledujiicim sposobom:

ak n je neparne ¢islo, potom I ==

ak n je parne ¢islo, potom I =—- (Jc +x )
CORMICRY

Prvotni tabulku z prikladu 3 usporiadame do varia¢ného radu:

98 98 99 99 99 100 100 100 101 102
Ty T TE) T TE  Te Tm o TeE) Te Tao)

Pretoze pocet pozorovani n = 10 je parne ¢islo, median vypocitame ako aritmeticky
priemer z ¢isel x(5) = 99 a z(g) = 100, teda T = (99 + 100) = 99.5.

Pretoze dolny kvartil oddeluje dolnych 25% hodnot od hornych 75% hodndt, uréime
ho ako z-ovia stiradnicu toho bodu na schodovitom grafe empirickej distribu¢nej funkcie,
ktorého y-ova saradnica je 0.25. Ako vidime na nasledujicich obrazkoch, st mozné dve
situdcie. Ak priamka y = 0.25 pretina zvisla ¢ast grafu (obrézok 17), hladany bod existuje
jediny. V opa¢nom pripade (obrazok 18) je takychto bodov nekoneéne vela — vypliiaji cely
interval. Za dolny kvartil zvolime stred tohto intervalu.

Pri praktickom pocitani dolného kvartilu z diskrétnych tdajov je vyhodnejsie vychadzat
z varia¢ného radu:
1) ak ¢islo n nie je delitelné Styrmi, potom v intervale (g, % + 1) lezi jediné prirodzené
¢islo k, ktoré je poradovym ¢islom dolného kvartilu Q1;
pritom ¢islo k mozeme vyjadrit vzorcom k = [%} + 1, kde symbol [a] oznacuje tzv. celi
Cast redlneho ¢isla a, t. j. také celé éislo m, pre ktoré plati: m < a < m + 1;
2) ak ¢islo n je delitelné Styrmi, potom dolny kvartil @1 uréime ako aritmeticky priemer

n n
z dvoch susednych hodnét vo variaénom rade, ktorych poradové ¢isla su 1212 + 1.
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el |

Q1 Q1
T1 T2 T3 T4 Ty Te T7 T8 T9 T10 T1 T2 T3 T4 T5 Teg T7 T8 T9 T10
Obr. 17 Obr. 18

Moézeme to zapisat nasledujiicim sposobom:

ak n nie je delitelné $tyrmi, potom Q1 ==

([#]+)

1
akn je delitelné Styrmi, potom =—-|x +x
J s oo Q1= 3 (5 7,

n
Pri uréovani horného kvartilu )5 postupujeme presne tak isto, len vSade namiesto 1

piSeme T Mbzeme to zapisat nasledujucim spdsobom:

ak n nie je delitelné $tyrmi, potom @3 =z

ak n je delitelné Styrmi, potom Q3 =

NAHODNE JAVY A ICH PRAVDEPODOBNOST

Ndhodnyj pokus je ¢innost, ktord pri dodrzani predpisanych podmienok moze viest k roz-
nym vysledkom. Ak takyto pokus niekolkokrat opakujeme, vysledky sa mozu od jedného
prevedenia pokusu k druhému menit. Vysledky z4visia nielen na predpisanych podmien-
kach, ale aj na ndhode. Nahodnym pokusom je napr. meranie fyzikalnej veli¢iny, vyroba
urcitého vyrobku, vyber vyrobku na kontrolu a pod.

Ndhodny jav je overitelné tvrdenie o vysledku ndhodného pokusu, prip. o skupine vy-
sledkov nahodného pokusu, t.j. také tvrdenie, o ktorom moézeme po uskutocneni pokusu
rozhodnt, ¢ je alebo nie je pravdivé. Napriklad pri hode hracou kockou mozeme za né-
hodny jav povaZovat padnutie steny s parnym &islom.

Uvazujme hod hracou kockou ako ndhodny jav, ktory mnohokrat opakujeme. Zistime, ze
kazdé z ¢isel 1, 2, 3, 4, 5, 6 sa vyskytuje priblizne rovnaky pocet krat. Teda kazdé z tychto
¢isel m4 rovnak relativnu poéetnost vyskytu blizku ¢islu 1/6.

Relativna pocetnost vyskytu javu je podiel poctu tych pripadov, v ktorych sledovany
jav nastal, k celkovému poctu prevedenych pokusov.

V tedrii pravdepodobnosti nas zaujimaja také ndhodné javy, ktorych relativna pocet-
nost vyskytu pri mnohonasobnom opakovani pokusu vykazuje istd stabilitu, t. j. so stale
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rasticim poétom pokusov relativna pocetnost vyskytu stdle menej koliSe okolo uréitého
disla, ktoré volame pravdepodobnost tohto javu.

Vysledky hodu kockou st rovnako pravdepodobné len v pripade idedlnej kocky, t. j.
ak je kocka geometricky pravidelna a vyrobena z homegénneho materidlu. Naproti tomu
pravdepodobnost padnutia Sestky pri hode ,falosnou“ kockou (ktord vo vnutri obsahuje
tito pravdepodobnost urcit, musime hod takouto kockou mnohokrat zopakovat a zistenii
relativnu pocetnost vyskytu Sestky prijat za pribliznt hodnotu pravdepodobnosti. Presna
hodnotu tejto pravdepodobnosti pritom pokladame za neznamu konstantu, ktora lezi nie-
kde blizko zistenej relativnej pocetnosti.

Pravdepodobnost ndhodného javu A je ¢éislo P(A), ktoré mozeme interpretovat ako
mieru moZnosti nastatia ndhodného javu A. Inymi slovami, pravdepodobnost mdZeme po-
vazovat za predpoved relativnych pocetnosti pri mnohondsobnom opakovani ndhodného
pokusu.

NAHODNE VELICINY

Ndhodnd veli¢ina je premennd veli¢ina zavisla na nahode. Nahodna veli¢ina nadobida
pri opakovani pokusu vplyvom nadhodnych ¢initelov rézne hodnoty. Teda vysledok nadhod-
ného pokusu, ktory je vyjadreny realnym ¢islom, je hodnotou takejto ndhodnej veli¢iny.

Vysledky ziskané popisnou Statistikou maji obmedzend platnost. Aj ked vychadzaja
z ndhodnej povahy pozorovani, nepouzivaju sa na ich rozbor pravdepodobnostné metédy.
Preto nemoZzeme rozsirit platnost zaverov na sibory, ktoré by vznikli pri dalsom opakovani
pozorovania pri rovnakych podmienkach, ani o predpovedanie vysledkov dalsich pozoro-
vani.

Distribucnd funkcia ndhodnej veli¢iny X je redlna funkcia redlnej premennej, ktora kaz-
dému ¢islu z priraduje pravdepodobnost toho, Ze ndhodné veli¢ina X nadobudne hodnoty
mensie ako z. Distribu¢na funkciu oznacujeme symbolom F'. Teda pre kazdé realne ¢islo x
mame

F(z) = P(X < )

Pri Statistickom vyhodnocovani nameranych tidajov budeme vychéadzat z predpokladu,
Ze teoreticky mozeme namerat lubovolnt hodnotu z istého intervalu, t. j. Ze merand velicina
ma spojity charakter. KItic¢om k najdeniu matematického popisu spojitej ndhodnej veliciny
bude tvar histogramu relativnych poéetnosti pre velké poéty nameranych hodnot. Relativne

pocetnosti
nj

fj:W

pri velkych hodnotéch n vyjadruju pravdepodobnost vyskytu hodnét danej ndhodnej ve-
li¢iny v intervale I;. Ak s rastiicim po¢tom merani n budeme zviéSovat pocet intervalov
histogramu, $irka tychto intervalov bude velmi malé a obrys histogramu sa bude priblizovat
ku spojitej krivke. Tato krivka je grafom funkcie, ktord sa nazyva hustota pravdepodob-
nosti spojitej ndhodnej veli¢iny. Oznacujeme ju symbolom f. Medzi distribu¢nou funkciu
a hustotou pravdepodobnosti plati nasledujtci vztah:

ﬂ@z/f@ﬁ
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NORMALNE ROZDELENIE

Nasledujice avahy nas priveda k hustote pravdepodobnosti, ktora sa nazyva Gaussova
krivka. Uvazujme spojitht ndhodnt veli¢inu, ktorej hustota pravdepodobnosti f je dosta-
to¢ne hladka a mé ostré lokdlne maximum v bode x = m. Polozme

g(z) =In f(z)
Funkciu g nahradime v okoli bodu x = m jej Taylorovym polynémom druhého stupna:

g'(m)
1!

(—m)+ Ty 1)

9(x) = g(m) + ;

Pretoze funkcia g ma ostré lokalne maximum v bode x = m, jej prva derivacia v tomto
bode je nulové a druhé derivacia je zaporna. Teda

g'(m)=0
"(m) <0
Polozme 1
g =
g"(m)
Odtial po malej iiprave dostédvame:
1
//(m) . 79
Po dosadeni do (1) mame:
) 1 9
9(e) = gm) — 5 - ( —m)

Pretoze f(z) = exp[g(z)], plati!

. 1 2
) = exp |glm) ~ 50 - (2 = )
Polozme
A = explg(m)]
Potom méme )
1 —
)= Avemp |5 ] 2
Konstantu A ur¢ime z podmienky
+oo
flx)dx =1
— 00
t. j. z podmienky
+oo 1 9
A. / exp |- E=m g
2 o2

17 typografickych dévodov namiesto e® pouzivame zépis exp(z).
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Pomocou substiticie

T—m
=t
o
prevedieme tuto podmienku do tvaru:
+oo 2
A~a~/exp(5) dt =1 (3)
—00
Zostava nam vypoditat integral
+0o0 2
I= -
/ exp( 2) dt
—0o0
Pouzijeme nasledujici postup:
2 Vi 2 Vv 2 42
I? = / exp (——) dx - / exp (——) dy = exp (— ) dxdy
—0o0 — 00 —00 —Oo0
Prechodom k poldrnym stradniciam
T =0 Cosp
y=o0-sinp
J=op
dostavame:
+oo 27 02 +o0 92
I? = / /exp (—?) -odpdo = 2 - / exp (—?) -odo =
0 o 0
+oo

- / exp(—t)dt = 27 - [exp(—t)} " o

0

Tym sme ukazali, ze I? = 27. PretoZe sme integrovali kladnd funkciu, aj jej itegral musi
byt kladny. Teda plati:
I =+2r

Po dosadeni do (3) mame:

A-o-V2m =

Odtial vyjadrime

1
A=
V2m o
Po dosadeni do (2) dostdvame:
. 1 1 (z— m)Q]
xTr) = - ex —_— e —
o) = o |5

Tento vzorec je zakladom nasledujtcej definicie.
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Definicia. Hovorime, Ze spojitd ndhodnd veli¢ina X ma normdlne rozdelenie, ak jej hus-
tota pravdepodobnosti f méa tvar

1 (x—m)?

@) = <= e [5 ~ U—]

pricom m a o2 (kde o > 0) st parametre rozdelenia.

Normaélne rozdelenie ma mimoriadny vyznam v matematickej Statistike. Typickym pri-
kladom st ndhodné chyby merania.

Vyznam normaélneho rozdelenia je predovsetkym v tom, zZe za istych predpokladov dobre
aproximuje cely rad inych rozdeleni pravdepodobnosti.

Zapis

X ~ N(m,0o?)

¢itame: ,Nahodné veli¢ina X méa normélne rozdelenie s parametrami m a o2.%

Rozdelenie N(0,1) sa nazyva normované normdlne rozdelenie. Hustota pravdepodob-
nosti normovaného normalneho rozdelenia sa vola Gaussova krivka. Na jej oznacovanie je
vyhradeny symbol . Teda plati:

o) = = ()

Graf Gausovej krivky vidime na obrazku 19.

Obr. 19

Distribu¢na funkcia normovaného norméalneho rozdelenia sa vola Laplaceova funkcia. Na
jej oznacovanie je vyhradeny symbol ®. Teda plati:

Graf Laplaceovej funkcie je na obrazku 20.
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Obr. 20

Funkcia @ nie je elementdrnou funkciu, ned4 sa vyjadrit vzorcom. Z tohto dévodu sa
v minulosti pouzivali (a eSte niekedy aj v stasnosti pouzivaji) tabulky tejto funkcie.
Dalsou moznostou je pouzitie niektorej z metéd numerickej matematiky.

Pomocou funkcie ® mozeme pocitat hodnoty distribu¢nej funkcie rozdelenia N (m, o?).
Skutoéne, pouzitim substiticie (¢t —m)/o = r dostdvame:

Fla)= L .jexp[z.w]dt

Vor-o 2 o2
—o0
(x—m)/o
= ! e fﬁ dr =& r—m
210 P 2 )7~ o

K dalsim uzitoénym vzorcom patri:
O(—z)=1—-2(x)
Vdaka nemu sta¢i mat k dispozicii tabulky funkcie ® len pre kladné hodnoty x. Pozrime

sa na odvodenie tohto vzorca. Zo symetrie grafu funkcie ¢ vyplyva, ze pre kazdé redlne
¢islo x plati:

p(—z) = p(x)
Potom pomocou substitiicie ¢ = —r dostavame:
—x x —+oo —+oo
a(-a)= [ ewdt=- [el-ndr= [ o(rir= [ o=
—oo +o0 z x

I
—
S
=
&

3
I
—
5
Z
&

3
I
—

I
—
S
=
&

3
I
—

I
iy
&
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Analégiou aritmetického priemeru je pri nahodnych veli¢inach ich strednd hodnota.
V pripade spojitej ndhodnej veli¢iny X definujeme jej stredni hodnotu pomocou hustoty
pravdepodobnosti f nasledujicim spdsobom:

“+o0

E(X)= / x- f(z)dx

—00
Veta. Ak X ~ N(m,o?), potom E(X) =m.

Dokaz. Pouzitim substitucie (z — m)/o = t dostdvame:

+oo
1 1 (x—m)? B
E(X)m.g'/“’q’[aT] do =
! 700( t+m) £ dt
\/ﬁ-a o m) - exp 5 o
o i t2 m i 12
=— [ t —— dt+—-/ (——) dt =
NeT: / eXp( 2) var ) TP\ T2 "

=0 =27

Disperziu spojitej] ndhodnej veli¢iny X definujeme pomocou jej hustoty pravdepodob-
nosti f nasledujtcim spoésobom:

+oo
D) = [ o= BCOP - f(a) ds
Veta. Ak X ~ N(m,o?), potom D(X) = o2.

Dékaz. Pouzitim substitucie (z — m)/o = t dostdvame:

“+o0
1 1 (z—m)?

D(X):\/%.g-/(x—m)Q-exp[—a-T] de =

—00

+oo
i / 2 ( t2) dt = o
- cexp | —— =0
Ners P\2
— 0o
Pritom posledny integral sme vypocitali metédou per partes. Skutocne, ak

_ _ 2
u=t v’7t~exp(77)

_ _ t2
=1 v=—exp (—3)

potom
a 2 N £
/ t2 - exp <5> dt = [t~exp <§>} + / exp <§> dt = V2m
—o0 > x

=V2r
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Pomocou distribu¢nej funkcie mézeme vypocitat pravdepodobnost toho, %e ndhodné
veli¢ina nadobudne hodnoty v danom intervale.

Skutocne, ak F' je distribu¢nd funkcia ndhodnej veli¢iny X, potom ndhodny jav {a <
X < b} vyjadrime v tvare rozdielu ndhodnych javov:

{a £ X <b}={X<b}—{X<a}
odkial dostévame:
PlasX <b)=P(X <b)—P(X <a)=F()— F(a)

Daésledok tohto vzorca (vzhladom na jeho dolezitost) uvedieme v tvare vety.

Veta. Ak X ~ N(m,o?), potom plati:

P(a§X<b)q><bTm)q)<am)

g

Népliiou nasledujicej vety bude tzv. pravidlo troch sigma. Tato veta hovori, ze ndhodna
veli¢ina s normélnym rozdelenim nadobtda 99.73% svojich hodnét v intervale, ktorého
krajné body su ¢isla m — 30, m + 3o.

Veta. Ak X ~ N(m,o?), potom plati:

P(m —30 < X <m+30) =28(3) — 1 = 0.99730

Dokaz. Podla predchadzajicej vety mame:

P(m3o§X<m+30)@<W) @(W) _

= B(3) — B(~3) = B(3) — [1 — B(3)] = 28(3) — 1

Uz stadi iba vyhladat v tabulkdch hodnotu ®(3) = 0.99865 a dokonéit vypocet:
25(3) — 1 = 0.99730.

WEIBULLOVO ROZDELENIE

V technickej praxi sa moézeme stretnif aj s inymi typmi rozdeleni pravdepodobnosti
nahodnych veli¢in. Napriklad pri popise Zivotnosti zariadeni, ktoréd je ovplyvnenad mecha-
nickym opotrebovanim a inavou materialu, sa pouziva Weibullovo rozdelenie.

Definicia. Nahodna veli¢ina X méa Weibullovo rozdelenie, ak jej distribu¢néd funkcia ma

tvar:
b
1 —exp <:cc> prex > c¢
F(z) = a

0 pre x S ¢
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EXPONENCIALNE ROZDELENIE

Weibullovo rozdelenie s parametrom b = 1 sa vola exponencidlne rozdelenie.

Definicia. Nahodn4 veli¢ina mé exponencidlne rozdelenie, ak jej distribu¢né funkcia ma

tvar:
1—exp|— i prexz > c
F(x) = a

0 prex S ¢

Parameter ¢ predstavuje dolnt hranicu rozdelenia. V tedrii zivotnosti a spolahlivosti
vyjadruje tzv. zdrucnid hodnotu.

BINOMICKE ROZDELENIE

Vyrobky pri danom vyrobnom procese rozdelujeme na chybné a bezchybné. Pravdepo-
dobnost toho, Ze bude vyrobeny chybny vyrobok, je vyjadrend éislom p, pre ktoré plati
0 < p < 1. Potom

P(vyrobok bude  chybny) =p

P(vyrobok bude bezchybny) =1—p
Pocet chybnych vyrobkov medzi n nezavisle vyrobenymi vyrobkami je nahodné veli¢ina
X, ktord nadobtda hodnoty k£ = 0,1,2,...,n. Zapis {X = k} oznaluje ndhodny jav, Ze
medzi n nezdvisle vyrobenymi vyrobkami bude presne k chybnjych. Pravdepodobnost javu
{X = k} vypocitame podla vzorca:

P(X = 1) = (Z)p’fu —pnt

Tato situdciu moze popisat vSeobecnejsie:
Budeme realizovat n nezavislych ndhodnych pokusov. V kazdom pokuse moze nastat uspech
s pravdepodobnostou p, alebo netspech s pravdepodobnostou 1 — p. Uvazujme ndhodnu
veli¢inu X, ktord vyjadruje celkovy pocet tspechov pri n pokusoch.

Definicia. Hovorime, Ze ndhodné veli¢ina X sa riadi binomickym rozdelenim s paramet-
rami n a p, ak pre kazdé k =0,1,2,...,n plati:
n _
P(X =k)= (k)pk(l —p)" "
Zapis
X ~ Bi(n,p)

¢itame: ,Nahodna veli¢ina X ma binomické rozdelenie s parametrami n a p.“

HYPERGEOMETRICKE ROZDELENIE

Majme N predmetov, z ktorych presne M mé sledovanii vlastnost. Z tychto N predmetov
vyberieme ndhodne (bez vritenia) n predmetov. Pocet tych predmetov medzi nimi, ktoré
maja sledovani vlastnost, je ndhodna veliéina X. Zépis {X = k} oznacuje ndhodny jav,
ze medzi tymito n predmetmi bude presne k predmetov majicich sledovani vlastnost.
Pravdepodobnost javu {X = k} vypoéitame podla vzorca:

R R

(%)
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Definicia. Hovorime, Ze ndhodné veli¢ina X sa riadi hypergeometrickym rozdelenim s pa-
rametrami N, M a n, ak plati:

() (o)
k n—=k
P(X =k)=
(X =k) >

n
pre kazdé k =0,1,2,...,n, pre ktoré tento vzorec ma zmysel,
t. j. ktoré spltia podmienky: k < M an—k < N — M.

P0OI1SSONOVO ROZDELENIE

Tymto typom rozdelenia sa riadi pocet vyskytu udalosti za ¢asovii jednotku — napriklad
pocet portch zariadenia za 100 hodin prevadzky.

Definicia. Hovorime, Ze ndhodnd veli¢ina X sa riadi Poissonovym rozdelenim s paramet-
rom A\, ak pre kazdé prirodzené ¢islo k plati:



