THE FUNDAMENTAL THEOREM OF ALGEBRA

Zakladna veta algebry. Lubovolny komplexny polyndm kladného stupria md as-
pon jeden komplexny koreri.

Dokaz. Nech p(2) = an2"™ + ap_12""1 + -+ 4+ a1z + ap je polyném s komplexnymi
koeficientami, n > 1 a a,, # 0. Vetu dokazeme v styroch krokoch.

Krok 1: Zactneme s dokazom jednoduchej, ale dolezitej nerovnosti. Pretoze pre
z # 0 plati
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pre |z| dostato¢ne velké, absolitna hodnota su¢tu vsetkych ¢lenov napravo od a,
moze byt urobend mensou ako povedzme |a,|/2. Naozaj, pre |z| > 1 mame
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Teda
(4.38) [p(2)| > [an] 5 nl - |z|", pre |z| dostato¢ne velké.

Krok 2: Teraz ukdzeme, ze existuje ¢islo ¢ € C také, ze |p(c)| < |p(z)| pre vsetky
z € C. Dokaz vyzaduje Bolzano-Weierstralovu vetu. Definujme

=inf A, kde A := {|p(z)|: z € C}.
Infimum urdite existuje, pretoze A je neprazdna a ohranic¢ena zdola nulou. Pretoze
m je najvicsie dolné ohranic¢enie mnoziny A, pre kazdé k € N ¢islo m + 1/k uz nie
je dolnym ohrani¢enim mnoziny A, teda existuje ¢islo z € C také, ze

m < |p(zk)| < m+1/k.

1) Pouzili sme nerovnost |r + s| > |r| — |s|.
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Podla (4.38) musi byt {z;,}?° , ohrani¢ena postupnost?). Podla Bolzano-Weierstraf-
ovej vety tédto postupnost musi maf konvergentnt podpostupnost {wy}2 ;. Ak
¢ je limitou tejto podpostupnosti, zo spojitosti polynomickej funkcie vyplyva, ze
Ip(wg)| — |p(c)| a pretoze m < |p(zx)| < m + 1/k pre vetky k € N, podla vety o
troch limitdch musi platit |p(c)| = m.

Krok 3: ZvySok dokazu zahfia ukdzanie, Ze minimum m musi byt nula, ¢o dava
vysledok p(c) = 0 a teda c¢ je koreii polynému p(z). Aby sme to urobili, zavedieme
pomocny polyndém ¢(z) nasledujicim sposobom. Budeme predpokladat za ucelom
dosiahnutia sporu, ze p(c) # 0. Definujme ¢(2) := p(z + ¢)/p(c). Potom |q(z)| ma
minimum v &sle z = 0, pri¢om toto minimum je rovné |g(0)| = |1| = 1. Pretoze
q(0) = 1, modZzeme pisat

q(2) =bp2" 4+ 1=bp2" 4+ 4 b2 + 1,

kde k je najmensie také prirodzené Cislo, pre ktoré plati by # 0. V nasledujicom
kroku ukazeme, ze 1 v skuto¢nosti neméze byt minimom funkcie |¢(z)|, ¢o bude
spor.

Krok 4: Pretoze kazdé komplexné ¢islo ma k-tu odmocninu, existuje komplexné
¢islo a také, ze plati a* = —1/b;,. Potom plati

k+...:1_zk+...’

q(az) =14 bi(az)
kde - - - reprezentuju ¢leny vysSieho stupiia ako k. Potom mozeme pisat

qlaz) =1 — 2F 4 28 1p(2),

kde r(z) je polyném. Nech z = z je redlne éislo s vlastnostou 0 < z < 1, ktoré je
také malé, ze plati®) z|r(x)| < 1. Potom pre toto redlne ¢islo 2 mame

lqaz)| = [1 = a* + 2" r(2)] < 1= a¥] + 2" r(2)] <1-a® +2" - 1=1=q(0)],
t. j. lg(az)| < |g(0)]. To vSak ukazuje, zZe |¢(z)| nenadobtida minimum v ¢isle z = 0,

¢o je v spore s tym, ¢o sme uviedli vyssie. Teda nas predpoklad p(c) # 0 musi byt
nepravdivy a dokaz je tymto ukonceny.

Spracované podla:
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2) |25 = 00 = |p(z)| — oo

3) Pretoze redlna funkcia redlnej premennej |r(x)| je spojita, na uzavretom intervale je ohrani-
dena. Teda existuje K > 1 také, ze pre kazdé redlne ¢islo z € (0, 1) plati |r(z)| < K. Staci vybrat
Tubovolné realne ¢islo = také, ze 0 < =z < 1/K. Potom z|r(z)| < zK < 1.
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